LIMITES LECCION 6
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1.- Célculo de limites en el infinito

El célculo de limites en el infinito se reduce a ap licar sistema-
ticamente las reglas enunciadas en el apartado 1 de la leccion ante-
rior, asi como la tabla de los limites. Ademas se u tilizan dos re-
sultados ya vistos (problemas 2 y 3 de la leccion 2 ):

1°9) El limite de la funcion f(x)=k, tanto en - © COmo en + oo:

lim k=k lim k=k
X —>-00 X — 400
29 El limite de la funcion f(x)=x, tanto en - © COMOo en + oo:
lim x=- oo lim x=+ow
X - - 00 X — +0o0

Veamos como ejemplo el limite de la funcion polinbm ica f(x)=3x 2-8

en + oo:

. . 1. . 2 . . 3
lim f(x) = lim (3x 2-8)= Ilim (3x 2)-lim 8= 3-lim x2-lim 8=
X — +0o X — +oo X - +oo X - +oo X - +oo X - +oo

] ] 4
=3(lim_, x) *lim 8= 3:(+ «)*8

Como se ve, todos estos pasos se reducen a sustitui rxpor+ oo, lo
gue se conoce con el nombre de dar el paso al limite . Eso es lo que
haremos de ahora en adelante:

im f)=lim (3 2-8)= 3:(+ @)28= 3(+ ©)}B= +wB= +w

X - +0o0 N

En este caso se trata de un limite determinado. Si fuese indeter-
minado, esto es, si al dar el paso al limite aparec e una expresion
indeterminada, hay que operar adecuadamente para co nvertirlo en de-
terminado. Las operaciones que se hacen dependen de | tipo de inde-
terminacién que aparezca. Es lo que veremos en los siguientes apar-
tados.
1 El Iimite de una resta es la resta de los limites (primera regla de las operaciones con
[imites).
2 E| limite del producto de un nimero por una funcié n es el producto del numero por el li-
mite de la funcién (segunda regla de las operacione s con limites).
3 El limite de un producto (x 2=x-x) es el producto de los limites (tercera regla de las ope-
raciones con limites).
4 Por los resultados mencionados mas arriba (los pro blemas 2 y 3 de la leccion 2).

° Damos el paso al limite.
& Aplicamos la tabla de limites.



2.- Expresion indeterminada 00- 00

Las funciones mas sencillas en las que puede aparec er esta expre-
sion indeterminada son las funciones polinébmicas:

; 1 2
lim (x 2-X) = (+ ®)2-(+ )= o0- 0
X - +00
A diferencia de lo que nos ocurria en el ejemplo an terior, aqui

aparece una expresion indeterminada. Para eliminarl a, se saca factor
comun® la maxima potencia de x:

lim (x 2-x) = Iim [xz- (- 1)} S+ )2 f1- )2+ e0(1-0)= S 4ewl= 4w
X — 00 X — +00 X +00

Observa que este método funciona incluso en aquello S casos en los
gue no necesita ser aplicado:

I
X —» +o00

Por tanto, lo utilizaremos siempre que tengamos que calcular el
limite en el infinito de un polinomio, sin esperar a ver si sale o
no la indeterminacion 00- 00,

3.- Expresion indeterminada oo/ co

Las funciones mas sencillas en las que puede aparec er esta expre-
sion indeterminada son las funciones racionales (co cientes de poli-
Nnomios):

1 1
3. - — 2 - —
i X x3\1 x2) S x2- (1 x2) 1
XI_r,Iloo X+8 - )I(rD+oo X- (1+ %) - )I(rp.+oo 1+_ =
1
+00) 2. |1- ——
_ (+ ) ( (+ ) 2) 2 400 [1-0] 2
= 8 = 1+0 - *®
1+—
+o0

Por tanto, la expresion indeterminada o/ oo se elimina sacando fac-
tor coman la méaxima potencia de x en el numerador y en el denomina-
dor, y simplificando a continuacién.

1 Damos el paso al limite.

2 Aplicamos la tabla de limites.

3 Recuerda lo dicho en el apartado 4 de la leccién a nterior.

4 Procedemos con cada polinomio como hemos indicado antes.

® Si diésemos aqui el paso al limite, apareceria la indeterminacion o/ 0, Antes de darlo,

simplificamos numerador y denominador.

i 2.8) = |f [2(3 ﬁﬂ—l 2. (3. 22 30)= +o03= 4
im (3x -8)—II’T}(_’+°0X- - X2 = (+ o)2. -+oo_+oo-(-)_ -3 = 0



4.- Expresion indeterminada O- 00

La expresion indeterminada O- oo suele aparecer en algunas restas de
raices. Por ejemplo:

Jim, A=, [ (e Rhox Fim e[ o |
Ilrpm[ : (\/47%2 ﬂzs + oo- (« /4- 1 -2) + 00-( \f4-0 -2) = "+ w0

La expresion indeterminada O- o se elimina multiplicando y divi-
diendo por la expresion conjugada (A+B y A-B son ex presiones conju-
gadas):

\/4x2-x-2x- x/4x2-x+2x Ax2-x-4X 2 5
lim (+/4x2-x-2x) = lim ( ) ) _ = lim SRR
X — +00 X — +00 \,4X2-X+2X x_>+oo'\,4X2 X+2X

. -X
= I)I(m+oo 1 : I)I<m+oo
T (« | 4- ;+2 - «/ —+2 A / —+2

No siempre que estamos ante una resta de raices apa rece la inde-
terminacién 0- 00;

i, 0= ", [ (o 5B e[y a T

=+ (A1) ="+

Es facil distinguir ambos casos. La indeterminacion 0- o aparece
cuando el “grado” y el “coeficiente principal” (coe ficiente de mayor
grado) de minuendo y sustraendo coinciden. Observa gue en ambos
ejemplos hay coincidencia de “grados” . pero en el segundo ejemplo
el “coeficiente principal” del minuendo 8 es 2, mientras que el del
sustraendo es 1.

De todos modos, en ambos casos puede aplicarse el p rocedimiento de
multiplicar y dividir por el conjugado. Aunque, com 0 hemos visto con
el segundo ejemplo, se ahorra tiempo procediendo di rectamente.

! Procedemos con cada polinomio como hemos indicado antes.
2 sj diésemos aqw el paso al limite, apareceria la indeterminacion o- 00, Por tanto, sacamos

factor comun la maxima potencia de x.
3 Damos el paso al limite.
4 Apllcamos la tabla de limites.

® Sacamos factor comun la maxima potencia de x. Nos hemos saltado el paso previo de hacerlo
primero en el radicando.
6 Si diésemos aqui el paso al limite, apareceria la indeterminacion o/ 0, Antes de darlo,
S|mpI|f|camos numerador y denominador.

" Al ser el minuendo la raiz cuadrada de un polinomi o de segundo grado, su “grado” es 1.

®Yaque +[4=2.



5.- Expresion indeterminada 1 oo

Evidentemente, esta indeterminacién solo puede apar ecer al calcu-
lar el limite de una potencia.
Por ejemplo:
1 X
] -1\ X'(l'f) ] 1\ 2 1\ 3
fim (5 = m, [ = (-5 () S
La expresion indeterminada 1 t= ge elimina aplicando la regla 4 si-
guiente, que no vamos a demostrar. Esta regla solo se puede aplicar

cuando aparezca dicha indeterminacion:

R _ P _ 5.
Si Ilr)pHXOf(x)—l y lim XHXOg(x)—i 0, entonces :

, g _ @ lim [909-((x)-1)]
lim, [f(x)] - e
Apliqguémosla al ejercicio anterior:

1 )X _ e >|(,'£n+oo[x. (Tll ﬂ _ e >|(|'£n+0o (x-1-x) _ e )I(iinm (-1) _ e-l

Jim, (5

6.- Limites de sucesiones

Como las sucesiones son funciones de dominio N*=N-{ 0}, sus limites
en + o, que son los Unicos que tiene sentido plantear, se calculan
igual que los limites de las funciones. La Unica di ferencia es que
la variable es n en lugar de x.

Por ejemplo  ©:

i 1 %_7 i 1 %+2 2 1 +im+2 3 (1)o+2 3 , 3
M \T+2n = M {1+2n " |1+w = (fo) " 0770

Como hemos indicado antes, la regla del apartado an terior solo
puede aplicarse cuando aparece la indeterminacion 1 *=  Observa qué
1 Procedemos con cada polinomio como hemos indicado antes.

2 Damos el paso al limite.
3 Aplicamos la tabla de limites.

4 Aunque en esta leccién estamos calculando limites en el infinito y, por tanto, x o s aqui
+c0 0 - o0, esta regla también vale cuando x o €S un numero real o cuando se trata de limites

laterales. Por eso la hemos enunciado en general.

® Observa que con esta regla transformamos la indete rminacion 1 *en0- oo,

& Como el tnico limite que tiene sentido con sucesio nes es el limite en + ®, NO se suele po-
ner debajo de lim la expresion n - +oo,

" En lugar de sacar la méxima potencia de n en los p olinomios del exponente para deshacer

la indeterminacion o/ o, hemos hecho la division. En la base de la potenci a no aparece nin-
guna indeterminacion, por lo que puede dejarse como esta.

-4 - L-6



hubiera pasado si en este ejercicio hubiésemos apli cado (erroneamen-

te) dicha regla:

1+2n li [1+2n ( 1 1)} i [1+2n (1-1-2n )}
i 1 = e'm n \I+#2n * )| _ e'm n U 1+2n )| _
M {T+2n = =

lim (2) -2

-e -e

7.- Calculo de limites en - 00

En - o se hace igual que en + o, solo que en el paso al limite se
sustituye x por - 0,

Cuando se trata de funciones con raices de indice p ar hay que te-
ner especial cuidado a la hora de meter factores o divisores dentro

del signo radical (o de sacarlos):

X2 (1- iz) X A1 =
X211 X) 2 X2

im ——= Ilim = lim —————=
X

— - 00 X X 5-00 X X — - 00 X
. 1) s 1 4
= MW[- 1- xz)- N o2- L
No obstante, como f(x) y f(-x) son funciones simétr icas respecto
del eje de ordenadas, se puede aplicar, como vimos en la leccion 2,

la formula:

m_feo=lin__f()

Veamoslo con el ejercicio anterior:

! Procedemos con cada polinomio como hemos indicado antes.

2 Recuerda que  ~/x2=[x|, y que |x|=-x cuando x<O0.

3 Damos el paso al limite.

4 Aplicamos la tabla de limites.

® Ya nos hemos encontrado en esta misma situacién en algln problema de esta leccién. Aunque
no reparamos en ello, conviene hacerlo de ahora en adelante: como x>0, |x|=X.



8.- Problemas

1) Calcula:
] n2
a) lim (-3x 3+x2+7x) ) im szt
i 2X2-3x-4 da i x4-1
C) )I<rp.+oo \/m ) )I<rp'°° X3
L (2n2+4\"
e) “T+oo[3 x-4 X] f) lim (W)

Nrezsi

9) l'TmW h) IirD+oo(\/x2+2- \[2X 2+3X-2)
N o (6x3-3x )XS N ex-3-5 x
) lim, T D lim s
] 2x2-x-1 _ 4/n3+5+4/9n3-3n
K) I)|(rI|_o0 X2Tx-25 ) lim TR
m) 1im,_[\X(\%FT- )] Ny ez
N UXE2X 2+3[x3+3x i X2 Ax- X5+
f) lim 0) lim
) W s ) M 3
; ) 2x+143x+1
p) lim (x2-2%) Q) lim = —oeaxc
2) Halla:
\/x+4- \[X+2 +2+3+...+
a) Iim p) Iim rerst..n
X — +o0o —\/F n
; 5 23x+7
C) I)|(ril+oo[x/4x -1-2x+1] d) |IrP+m 3T
, X3
B lim _[3>-2] D lim S
13423+, . +1%
g) lim( +/n2+4n- 4/n2+8n) h) Iim —353no
N 2n+3n :
) lim —75— ) I)l(m c)o(x+sen X)
i i 3x- A/x2+1
K) I)|(rI| 00(3 x[2 X) ) I)I(rp'_oo %45
ns-2 .
m) lim 7571 47 n) I)I(rP+OO( X+ X+ 4/X)
. 3x2+8\™* ]
) I)|(rl1+o0 (W) 0) |>'<T+ [e X-(2+sen X)]
x2-5
. 4X3-2 \"x+2
) |>'<T+oo[1+2 ] a) “Tm (4x 3+6) "
3) Calcula el valor de m para que se verifique la igu aldad:

lim (x+2m)x_
X — +0o X-m -



