LIMITES LECCION 7

indice: Calculo de limites en un punto. Expresion i ndeterminada  L/O .
Expresion indeterminada 0/ 0. Algunos limites de funciones irraciona-
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1.- Caélculo de limites en un punto

El célculo de estos limites se reduce a aplicar sis tematicamente
las reglas enunciadas en el apartado 1 de la leccio n 5, asi como la
tabla de los limites. Ademas se utilizan dos result ados ya vistos
(problemas 1y 2 de la leccién 4):

1°) El limite de la funcion f(x)=k en x 0

lim k=k
X - Xo
29 El limite de la funcion f(x)=x en x 0
lim X=X
X - Xo

Veamos como ejemplo el limite de la funcién polinébm ica f(x)=3x 2-8

en 1:

1 2 3
lim_ f(x) =Ilim (3x 2-8) = lim (3x 2)-lim 8= 3:lim _x2-lim 8=
X1 X-1 X1 X1 X-1 X1

4
=3:(lim _x)2lim 8= 3-1 2-8
X1 X1

Como se ve, todos estos pasos se reducen a sustitui r x porl,lo
gue se conoce con el nombre de dar el paso al limite . Eso es lo que
haremos de ahora en adelante:

5
1 = i 2_ = . 2. = -
I)l(rplf(x) lim >(ﬁ1(3x 8) 3:1 2-8=-5

A diferencia de lo que sucedia con los limites en e | infinito, los
limites de las funciones polinbmicas en un punto es tan siempre de-
terminados. Conviene, pues, que no confundas ambos tipos de limites.
Sacar aqui factor comun la maxima potencia de x car ece de sentido y
puede conducirnos a expresiones indeterminadas.

Veamos ahora como se resuelven algunas de las indet erminaciones

que pueden aparecer.

1 El limite de una resta es la resta de los limites (primera regla de las operaciones con
limites).

2 El limite del producto de un ndmero por una funcio n es el producto del nimero por el

limite de la funcién (segunda regla de las operacio nes con limites).

3 El limite de un producto (x 2=x-x) es el producto de los limites (tercera regla de las ope-
raciones con limites).

4 Por los resultados mencionados mas arriba (los pro blemas 1y 2 de la leccion 4).

5 Damos el paso al limite.



2.- Expresion indeterminada L #0/0

Esta indeterminacion solo se refiere al signo, ya q
Si existe, es + ©Q- oo,
Por ejemplo:
M. = o
x-2 (X-2) 2 0
Para eliminarla, se estudia el signo del 0. El resu

pende de los signos de numerador y denominador:
i 2X 2 i 3
Xy (x2) 27 07T T

Si al estudiar el signo del cero observamos que dep
donde nos acerquemos al punto, si por la izquierda
calcularemos los limites laterales:

i 2x 4 4
M, x2 = 0
Por tanto:
im -2 A0 lim =%
22 X2 0 O xsg X2

Esto significa que no existe el limite de esta func
Otro ejemplo:

7

4
O+

3

ue el limite,

ltado final de-

ende de por

o por la derecha,

+ o0

i6n en 2.

1
, X \Ix 8 X \Ix 1 /1Yo~ 9
im, ()" = im, )= (@) =¢ w0

3.- Expresion indeterminada 0/0

La indeterminacién 0/0 se resuelve descomponiendo e

numerador y el denominador, y simplificando a conti
X2-9 10 (x-3)(x+3)

3 X2-3x ";n_,g X(X-3)

[im [im
X - X-3

1 Damos el paso al limite.

2 Como x #2 (recuerda la definicion de limite), (x-2)
3 Por la regla de los signos: +/+=+.

4 El signo del cero depende de si x es mayor o menor que 2.
5 Como x<2 (recuerda la definicién de limite lateral

6 Por la regla de los signos: +/-=-.

7 Como x>2 (recuerda la definicién de limite lateral

8 Como se trata de una funcion potencial-exponencial
solo tiene sentido el limite lateral derecho en 1,

9 Aplicamos la tabla de limites.

10 Sj diésemos aqui el paso al limite, apareceria la
ponemos en factores y simplificamos.

X+3

X

1

n factores el

nuacion:

w|o

2 es siempre positivo.

=2

izquierdo), x-2 es negativo.

derecho), x-2 es positivo.
, la base debe ser positiva. Por tanto,

ya que su dominio es (-

,0) O(1,+ o).

indeterminacion 0/0. Por tanto, descom-



Otro ejempilo:

.o X216 1 (x 2-16)( +/x-3+1) (x 2-16)( \[x-3+1)
M, k31 - M3 ywarl) M, x-31 =

- lim | (x-4)(x+4)(x - \[x-3+1) _ ””XL4[ (x+a)( \xFH) ] = 2 80~ 16

4.- Algunos limites de funciones irracionales

Como se ha visto en la leccion anterior y en esta, la transforma-
cion de los limites indeterminados en determinados consiste muchas
veces en sustituir la funcion cuyo limite se preten de calcular por
otra funcion distinta, pero con el mismo limite.

Pues bien, en los limites de funciones del tipo A\[fl \[g que den la
indeterminacién 0/0, conviene pasar a la funcion \[flg. Observa que
el dominio de la primera funcion esta contenido en el de la segunda,
ya que la primera solo tiene sentido cuando f es no negativa 'y g es
positiva, mientras que la segunda tiene sentido ademas cuando fy g

son ambas negativas 3. Veamos un ejemplo:

\IX2-2X 4 X(X-2)

lim ——= Iim
X0 4/X2-X x -0 \(X(x-1)

Para eliminar la expresion indeterminada 0/0 necesi tamos simplifi-
car el factor que se anula en el numerador y en el denominador, pero
no podemos hacerlo porque entonces llegamos a una f uncioén en la que
no tiene sentido plantear el limite que estamos cal culando, ya que
su dominio es [2,+ 00):

i X-2
im
X—>0 X'l
Al llegar aqui quiza pueda alguno empezar a dudar d e lo que apren-

di6 sobre las propiedades de las raices:

XX-2) A Ax2 Ax2
X1 AfXeax-l T Afx-1

Pero estas propiedades no son ciertas cuando los ra dicandos son
1 Si diésemos aqui el paso al limite, apareceria la indeterminacién 0/0. Por tanto, descom-
ponemos en factores y simplificamos. Esto se consig ue multiplicando y dividiendo por el

conjugado del denominador.

2 Damos el paso al limite.

% Dicho de otro modo, la primera funcién es una rest riccion de la segunda.

4 Si diésemos aqui el paso al limite, apareceria la indeterminacién 0/0. Por tanto, descom-
ponemos en factores.



negativos. Y aqui, X, X-2 y x-1 son los tres negati

dominio de la funcién de partida es (-

limite en O coincide con el limite lateral izquierd

vos, pues el

0,0) 0[2,+ );y, por tanto, el

El problema desaparece si procedemos como hemos ind

i \/XZ 2X m \/x(x -2)
Tk «/x2 -X \/X(X 1)

Veamos otro ejemplo:

\/_

oAk
Mo AfX-x 27 "o JX(AX)

Pero también en este caso funciona el método anteri

o Ax [ x 5. 1 s
|>|<To AX-x 27 |>|<m X(1- X) Imﬁo Ix — 1

Por tanto, puede uno desentenderse de los dominios
de problemas se aplica el procedimiento indicado.

Aunque se ha considerado aqui el caso particular de
raices cuadradas, lo dicho vale también cuando se t
ciente de raices de indice par cualquiera. Si las r
dice impar, no es necesario aplicar lo dicho en est
gue entonces el radicando puede ser negativo. Sin e
en este caso puede procederse de igual forma. Por U
raices son de distinto indice, se reducen primero a

* *

2
ig 1; I|m

X s
qo\/_\/W

*

Por otro lado, dado que pueden aparecer raices de i
ra, hay que tener especial cuidado a la hora de sac

visores fuera de un signo radical (o de meterlos)

la siguiente regla (facil de ver):

7

i

Par

Impar

f

+

1 Pasamos a una funcién cuyo dominio es (-
tida en el dominio de esta.

2 Después de simplificar la x, pasamos a otra funcié
vuelve a coincidir con la de partida en el dominio
3 Damos el paso al limite.
4 Como el dominio de la funcién de partida es (0,1),
correctas, ya que los radicandos x y 1-x son positi
5 Hemos pasado a una funcién cuyo dominio es (-
da en el dominio de esta.
6 Hemos pasado a una funcién cuyo dominio es (-
g)artida en el dominio de esta.

Igual que nos sucedia en la leccion anterior con a

o

icado:

\/E

si en este tipo

un cociente de

rata de un co-
aices son de in-

e apartado, ya

mbargo, también

[timo, si las
indice comun.

ndice cualquie-
ar factores o di-

. Nos atendremos a

,0) 0(0,1) 0O[2,+ )y que coincide con la de par-

n cuyo dominio es (-

de esta.

las operaciones con
VOs.

radicales son aqui

,1), pero que se comporta como la de parti-

,0) [(0,1), pero que se comporta como la de

Igunos limites.

©,1) 0O[2,+ «)y que



Veamos un ejemplo:

5.- Otras técnicas basicas para el calculo de limit es

Para el calculo de ciertos limites se requiere cono cer las grafi-

cas de algunas funciones:

Ii nx 7 lim n x 5 -o

— = — = =- oo
x-0 X x-0 X 0+

x>0
* % %

En algunas ocasiones conviene hacer las operaciones gue aparecen

indicadas en la funcién antes de calcular el limite de esta:
i 1-X 2X ) 8 i X-1 2X i (x-1)(x+2)-2x 3
xho (2% T xz4) T NN, 27T (-2)(x+2) — M2 T (x-2)(x+2) N

— Iim X2+2X-X-2-2X I X2-X-2 S lim (x-2)(x+1) —im X+l 5 3

L2 (X-2)(x+2) T L2 (X-2)(x+2) T Nl (X-2)(x+2) T2 xt2 T 4

En otras ocasiones, sin embargo, no es necesario:

li 2-X 2X 5 0 4 0 _
W Ix " (x2) 2)7 1207V °70 %

6.- Problemas
1) Calcula los limites de las siguientes funciones en los puntos in-
dicados (E(x) significa “parte entera de x”):
1 Como sale la indeterminacién 0/0, descomponemos en factores.
2 Como el dominio de la funcién es (- ,0) 0[2,+ ), el limite coincide con el limite lateral
izquierdo. Aunque es facil el calculo del dominio, puede sustituirse por el uso de la cal-
culadora. Asi, en este caso, vemos que el radicando sale negativo para x=0,1 y positivo
para x=-0,1. Si fuese positivo por ambos lados, hab ria que calcular los dos limites latera-
les por separado.
3 Ya que x<0y el indice es par.
4 Aplicamos el procedimiento que hemos indicado ante s.
5 Damos el paso al limite.
6 Aplicamos la tabla de limites.
7 Ya que el dominio de la funcién In es (0,+ ).
8 Antes de sacar denominador comun, transformo la pr imera fraccién algebraica multiplicando
numerador y denominador por -1.
9 Si diésemos aqui el paso al limite, apareceria la indeterminacién 0/0. Por tanto, descom-

ponemos en factores y simplificamos.



_J0 six<2
a) 1(x)= 3-x six =2
-1/x si x<-1
) fX)= 12x+3 six>-1
2X Si x<2
e) f(x)= 2 Si x=2
-1/2 six>2
2) Halla:
_axl
a) "Qll Tx
i 3/
d) l'mo(“?’x) X
X

. 5
g) lim, ((X'4) 2

J) [im  x2+cos (1/x)
X-0

m) lim S—M
X3 3XTTBXDT
JXZBXH6
N
reor

T X2+16

0) Il)r(nﬁ2

)

r lim ———
) X2 «/x2+x-6
3) Calcula:
i ax2+2x2-3ax-6x
a) 'mg ax2-ax-6x
4) Halla:
i \/x 1-2
a) |I)r(n_’3 3
. X2-ax
d) lim soyax2a 2
. x2-(at+1l)x+a
9) |I)r(nﬁa X2-3 2
i l-e x
) lim os x
m) lim eh X
COS X
X8

i 2. 1/x
0) “mo(x X)

. x/x2+2x-3
N lim_ —

X3 x3+3x2

5) Calcula el limite en 0y en 1 de la funcion f(x)=I

- _ x2+2 six <0 _
en x=2 D) f(x)= {x si x>0 en x=0
- _ -x six <0 _
en x=-1 d) f(x)= {-3X si x>0 en x=0
en x=2 N f(x)=E(X) en x=0
b) lim [In X- (2+sen lﬂ c) lim (x 2+1) x+3)x 2
X-0 X X -0
. . -2X
® lim ; &5) 2 Dolim, &2 2
. X 2 . 3 X
K lim (2+x) Y@ T
X -1 X1 X'l
X+9-3 4oy 34+%2-2x%+
n) lim == ) lim XXX
X -0 \/X+—16-4 x.1 X3-X2+x-1
. AfX3+3x2 i x-2
P) 1M, % @ e xa
\4/x3-x
i 1/ 2/ 1 .
3 lim g (e Hre®) volm, Pz
_ aJaZ+ax+x 2-[/az-ax+x 2
D) lim (a>0)
X0 Ja+x- \fa-x
, xn-1 . X"\/a
b) lim 57 o) lim 53
2-6x+ XA X-X+ 1/X-1
B i X258 f lim - X
X -4 X 4 X — X 1
) lim 2 im ——
) M a x7-a’ ) M Tn x
. 1 COS X-COS 2X
k) “)En—»O 1+e /X |) |Ix_> 1-cos X
) i en r+1 i) i 23 x)
n) lim  Sox1 A) lim x2G-
xsap €901 X~
p) lim —35— q) lim ——x——
X -0 X X — X 3
§) lim ‘log 12 X ) lim  xya0
0gx2X.
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