LIMITES LECCION 11

indice: Asintotas. Calculo de las asintotas vertica les. Problemas.
1.- Asintotas

Recordemos que las funciones pueden tener tres tipo s de asintotas:
horizontales, verticales y oblicuas. El calculo de las verticales lo
veremos en el préximo apartado; y el de las otras d 0s, en la préxima
leccién. A continuacion repasaremos las definicione S.

* k%

1°) Larecta x=x ( es una asintota vertical de la funcion f si al
menos uno de los dos limites laterales de la funcié nfenx (esin-
finito.

Por ejemplo, la recta x=0 es la Unica asintota vert ical de las
funciones f(x)=1/x y g(x)=In X:

f(x)=1/x g(X)=In  x
O O] /1
* % %

29 La recta y=k es asintota horizontal de la funcion f en + oosi
el limite de la funcion f en + o es k.

Del mismo modo se define el concepto de asintota horizontal de una
funcién en - 0o,

Por ejemplo, la recta y=0 es la Unica asintota hori zontal de la
funcidén f(x)=1/x tanto en + 0 COmMo en - oo, Sin embargo, la funcién In

no tiene asintotas horizontales.

* * %

3° Consideremos una funcion f cuya gréfica se aproxim a cada vez
MAas a una recta oblicua r como se muestra en la sig uiente figura:
Y
f(x)
mx+b=y
O
En estos casos se dice que r es una asintota oblicu a de f. Preci-

semos un poco Mas esto.



Sean P(x,y p)y Q(X,y o los puntos de las graficas de fy r, respec-

tivamente, de abscisa comun x. Supongamos que y=mx+ b, con m #0 (ya
que se trata de una recta oblicua), es la ecuacion de larectary
que y=f(x) es la ecuaciéon de la funcion f. Como y p=f(X) ey  g=mx+b,

entonces la longitud del segmento PQ es:
PQ=yr-y o=f(x)-(mx+b)=f(x)-mx-b

Observa que el segmento PQ se hace cada vez mas peq uefio conforme x
crece. Pues bien, se define asintota oblicua de f e n + o« de la si-
guiente manera  1:

y=mx+b es asintota oblicua de f en + 0 < I)Em+ [f(x)-mx-b]=0
— +0oo
Para determinar la ecuacion de la asintota oblicua necesitamos
calcular my b. Sus valores se obtienen con las for mulas siguientes:
- fx ]
m_>|<|_r,n+oc X b= |)I(rD+w [f(x)-mx]

Ambas formulas se deducen de la definicion:

s 2 Ve s
° - - = - -D= - =
I)l(rDm[f(x) mx-b]=0 = I)l(njm[f(x) mx]-b=0 = I)l(rDm[f(x) mx]=b
. , f(x)-mx-b 0 . f(x b 2
e lim [f(x)-mx-b]=0 = lim ——————=—"=0 = lim (L m- —) =0 =
X — +00 X — 400 X +o00 X — +00 X X
. f(x . f(x
= lim ()2 -m-0 =0 = Ilim (x =m
X - +oo X - +oo
2.- Calculo de las asintotas verticales
Dada una funcion cualquiera, ¢en qué puntos puede s uceder que al
menos uno de los dos limites laterales sea infinito ?
Esta situacion solo puede darse en dos casos:
1°) En aquellos valores de x que anulan algun denomina dor de la
funcion 3.
29 En aquellos valores de x que anulan el argumento * de un loga-
ritmo .
1 Del mismo modo se define la asintota oblicua de un a funcioén f en - 0.
2 E] limite de una suma (resta) es la suma (resta) d e los limites.
® Las funciones trigonométricas tg, sec, cosec y ctg son cocientes de funciones y, por tan-
to, habra que estudiar cuando se anula el denominad or si se nos piden las asintotas verti-
cales de dichas funciones.
4 El argumento de In fesf.
® Recuerda que al transformar una funcién potencial- exponencial en una funcién exponencial
mediante la férmula f 9=e9" T aparece un logaritmo que habra que tener en cuenta , como se di-
ce en el texto, a la hora de calcular las asintotas verticales de estas funciones.
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Si el logaritmo es de base variable, debe escribirs e primero como

cociente de logaritmos neperianos:

In(x+2)
f(x)=log  x1(x*+2)= a1y
* % %
Calculemos, por ejemplo, las asintotas verticales d e la funcion:
X
f)=In 37
Los puntos que hay que estudiar 1 son x=0y x=1.
La recta x=0 es asintota vertical:
. . X 2. X 3.
lim_f(x) = lim In 37 =Iim _In 377==1lim In y=- oo
X -0 X0 X- x_.(gJ X- -0
X< ¥/>O
La recta x=1 es asintota vertical:
. . X 2. X 4 .
lim f(x) =lim In 37 =Iim _In 3777=lim Iny=+ o
X -1 X1 X- x_.f_ X- y —+oo
x>
Esos mismos limites nos dan la posicion relativa de la grafica con
respecto a sus asintotas verticales:
\0 )
Otro ejemplo. Calculemos las asintotas verticales d e la funcion:

fx)=(x+1)  *2

Como f(X)=(x+1) *x2=ekx2Inkx+1)  hay que estudiar x=-1.
La recta x=-1 es asintota vertical:

5
i =1 2 = |i 2 = 8 =
)I(lin_l f(x) Ilm)b_1 (x+1) x I;(rg_ (x+1) x 0 + o

\

-1 O
1 El primero anula el argumento del logaritmo y el s egundo anula un denominador.
2 Ya que Dom(f)=(- 0,0) O(1,+ o).
3 L - I _

Ya que se cumple la tercera condicion del limite d e la composicién e y 0=0".

4 Ya que se cumple la primera condicién del limite d e la composicion.
® Ya que Dom(f)=(-1,+ o).
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3.- Problemas

1) ¢Cuantas asintotas verticales puede tener una func ion?
2) Define asintota horizontal de una funcioén en - 0,
3) ¢Cuantas asintotas horizontales puede tener una fu ncion?

4) A la vista de sus graficas, calcula las asintotas
verticales de las siguientes funciones:

horizontales y

a) y=tg x D) y=ctg X
C) y=sec X d) y=cosec x
e) y=arc tg x f) y=arc ctg x
g) y=arc sec X h) y=arc cosec X
) y=In x ) y=e x
K) y=log 13X ) y=(1/3)
5) Define asintota oblicua de una funcion en - o, Deduce las formulas
correspondientes de my b.
6) ¢Cuantas asintotas oblicuas puede tener una funcié n?
7) Calcula las asintotas verticales de las funciones:
- X _ x4 _ X2
a) fx)= 27 D) fX)= 2 c) f¥)= 471
4x-12 3 X2+1
d) )= x2) 2 e) f{x)= s33x N 0= /%1
\fx4-x 2 1-cos x | X+1\Mox+D)
Q) 0= oy ) 0= TS ) = (5
: \[X-2 In x
1) f(x)=tg(x-2) K) f(x)=In X ) 0= ®D 2
In(x-x 2) -
mf0=an) et ) f= (25 W) 0= 53
arc tg x X2-X
0) f(x)=log  x+1(x+2) p) f(x)= X—zg q) fx)=In 75
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