LIMITES

indice: Teorema de Bolzano. Teorema de los valores
piedad de Darboux). Teorema de Weierstrass. Problem

1.- Teorema de Bolzano

a) Enunciado: Si f es una funcion continua en el inte
[a,b] y f(a)-f(b)<0, entonces existe al menos un ¢

abierto (a,b) tal que f(c)=0.

b) Significado geométrico: Si la funcion f es continu
signo, entonces su grafica cortar4 necesariamente a

en al menos un punto entre a 'y b:

Y
f(a)

0

(b)

* * %

Es importante darse cuenta de que la funcion debe s
el intervalo cerrado [a,b]. La siguiente funcion es
intervalo [a,b) y su gréfica no corta al eje de abs

2.- Teorema de los valores intermedios (Propiedad d

a) Enunciado: Si f es continua en el intervalo cerrad
es cualquier numero comprendido entre f(a) y f(b),
algun c en el intervalo abierto (a,b) tal que f(c)=

b) Significado geométrico: Si la funcién es continua
pasa del punto A al punto B, cortard necesariamente
en al menos un punto de abscisa comprendida entre a

Y

f(b)
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* * %

Es importante recalcar que la funcién debe ser cont inua en el in-
tervalo cerrado [a,b]. La siguiente funcion es cont inua en el inter-
valo [a,b) y su grafica no corta a la recta y=k:

Y
f(b) oo ’
Kb
f(a) |~e d
O a b X
Observa que si la funcion f cumple las condiciones de la propiedad
de Darboux, entonces la funcion auxiliar g(x)=f(x)- k cumple las con-
diciones del teorema de Bolzano.
En efecto, si f es continua en [a,b] y, por ejemplo , f(a)<k< f(b),
entonces g es continua Len[a,b], g(a)= f(a)-k<0 y g(b)=f(b)-k> 0.
Esto nos permite aplicar el teorema de Bolzano en | ugar de la pro-
piedad de Darboux.
Por ejemplo, dada la funcién f(x)=x(1+sen X), vamos a demostrar que
existe c (- W2, 172) tal que f(c)=2.
1°) Calculamos el valor de la funcion f en los extr emos del inter-

valo:
of(- T2)=- 12 [l+sen(- T2)]=- WW2-(1-1)=(- 2)-0=0<2
of( 12)= 12 [l+sen( T2)]= TW2-(1+1)=( T12)-2= T2
Por tanto, se cumple una de las dos condiciones de la propiedad de
Darboux 2: f(- m2)<2<f(  172).
2°) Demostramos que la funcion f es continua
[ w2 12 {1Dom(f)=R.
Sia 0O w2, 2]

I)Ergaf(x) = lim a [X(1+sen Xx)] = a(l+sen a) =f(a)

3

en[- 712, W2]:

Como la funcion f satisface las dos condiciones de la propiedad de
Darboux, entonces existe ¢ en (- W2, 172) tal que f(c)=2.
1 Por ser una resta de funciones continuas (k puede considerarse una funcién constante).
2 podria suceder que ambos valores fuesen mayores qu e 2, por ejemplo. En ese caso se prueba
con el valor de la funcién en otros puntos del inte rvalo hasta conseguir que nos salga uno
menor que 2.
% Si nos ha sucedido lo indicado en la nota anterior , el intervalo sera distinto.
4 Recuerda que para que una funcién sea continua en un punto, este debe pertenecer a su
dominio.
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* * %

Como hemos indicado mas arriba, este problema tambi én puede resol-
verse mediante el teorema de Bolzano utilizando la funcion auxiliar
g(X)=f(x)-2=x(1+sen X)-2.

1°) Calculamos el valor de la funcion g en los extr emos del inter-
valo:

ceg(- T1W2)=- w2 [l+sen(- T2)]-2=- 12-(1-1)-2=(- 12)-0-2=0-2=-2<0
eg( T12)= 12 [l+sen( T2)]-2= 1W2-(1+1)-2=( 12)-2-2= TE2>0
Por tanto, se cumple una de las dos condiciones del teorema de

Bolzano :g(- 12)-g( 172)<O0.
2°) Demostramos que la funcién g es continua 2en[- 12, W2
o[- w2, 2] ODom(g)=Dom(f)=R.
*Sia O w2, 2]
Iima g(x) = Il'mx . [X(1+sen x)-2] = a(l+sen a)-2 =g(a)

Como la funcion g(x)=f(x)-2 satisface las condicion es del teorema
de Bolzano, existe c en (- 2, 172) tal que g(c)=0.

Ahora bien:

g(c)=0 = f(c)-2=0 = f(c)=2
3.- Teorema de Weierstrass

a) Enunciado: Si f es una funcion continua en el inte rvalo cerrado
[a,b], entonces alcanza en dicho intervalo al menos un Maximo y un
minimo absolutos 3,

b) Significado geométrico: Si la funcién f es continu a en el in-
tervalo cerrado [a,b], entonces existen c y d en di cho intervalo ta-
les que: f(c) <f(x) <f(d) OxO[a,b]:

f(d)
f(c)
O a ¢ d b
* * %

Igual que en los dos teoremas anteriores, la funcio n debe ser con-
! Podria suceder que ambos valores fuesen del mismo signo. En ese caso se prueba con el va-
lor de la funcién en otros puntos del intervalo has ta conseguir que nos salga uno de dis-
tinto signo.

2 5j nos ha sucedido lo indicado en la nota anterior , el intervalo sera distinto.
3 La funcién f tiene un méximo absoluto en x o si f(x) <f(x o) Ox. Del mismo modo, la funcién f
tiene un minimo absoluto en x o Si f(x) >f(x o) Ox.
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tinua en el intervalo cerrado [a,b]. La siguiente f uncion es conti-
nua en el intervalo abierto (a,b) y no verifica el teorema:

f(b) /i
fa) |- /

* * %

Si nos piden calcular los extremos absolutos de una funcién conti-
nua en un intervalo cerrado, se procede de la sigui ente manera:

1°) Calculamos los valores de f en los extremos del in tervalo.

29 Calculamos los valores de f en los extremos relati vos ! conte-
nidos en el intervalo.

3°) Comparamos los valores obtenidos en los dos puntos anteriores,
lo que nos permite establecer los extremos absoluto s de la funcion.
4.- Problemas
1) Prueba mediante el teorema de Bolzano que las sigu ientes ecuacio-
nes tienen alguna solucién real y localizala 2

a) 2x 3-6x+1=0 D) 3x 3-4x 2+3x+2=0 €) x 3-3x+1=0
d) 4-sen x=3Xx e) e x+x=0 ) 2:In  (1+x)=x
2) Seafla funcion definida en [ 4,3 T174] y dada por:
3 tg x six #7102
)= {1 Six= T2

La funcidén cumple f( w4)=1y f(3 14)=-1. Sin embargo, cualquiera que
sea X, f(x) #0. ¢Contradice esto el teorema de Bolzano? Razona | a
respuesta.
3) Dada la funcién f(x)=cos( ™x/2)-( TX/2)-sen( TX/2), demuestra que
existe  all(1,2) tal que f( a)=-2.
4) Dada la funcién f(x)=x-sen( TX/4), prueba que existe all(0,4) tal

que f( a)=f( a+1).

5) ¢Por qué tiene solucion la ecuacidon x 3-3x+8=0? Demuestra que una
ecuacion polinébmica de tercer grado tiene siempre s olucion.

6) Si f es una funcién continua y Dom(f)=Im(f)=[a,b], prueba que
existe al menos un punto fijo c (que f(c)=c).

! Los extremos relativos de una funcién se estudian mas adelante.

2 Localizarla es encontrar un intervalo que la conte nga.
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