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1.- Continuidad lateral

Si x oODom(f), vamos a relacionar el comportamiento de la funcién f
en las proximidades de x o (a su derecha, por ejemplo) con el valor
de la funcion en el punto, esto es, con f(x 0)-

Como hicimos con los limites laterales, también aqu i utilizaremos
sucesiones.

Pues bien, si consideramos todas las sucesiones x 1, X 2, X 3,... conte-
nidas en Dom(f), que tienden a x o Y Cuyos términos son mayores 0
iguales ! que x o, solo pueden darse dos casos:

1°) La funcion f transforma todas ellas en sucesiones que tienden
af(x o), encuyo caso diremos que f es continua por la derecha en x 0

Dom(f) | Im(f)

X12Xo | f(x 1)
X22X0 f(X 2)
X32Xo | f(x 3)

l l

Xo f(x o)

29 La funcion f no transforma todas ellas en sucesion es que tien-
den a f(x ), en cuyo caso diremos que f es discontinua por la dere-
chaenx ooque ftiene una discontinuidad por la derecha en x 0-

Ahora bien, no todas las discontinuidades son del m ismo tipo. En
general, se clasifican en dos grandes grupos: evitables y esencia-
les . Estas ultimas a su vez pueden ser de primera especie o de se-
gunda especie . Por ultimo, las de primera especie pueden ser de sal-

to finito o0 de salto infinito

EVITABLE
DE SALTO FINITO
DISCONTINUIDAD DE PRIMERA ESPECIE<

ESENCIAL< DE SALTO INFINITO
DE SEGUNDA ESPECIE

Por otro lado, si x olIDom(f), entonces no tiene sentido plantearse
la cuestion de si f es continua o discontinua por | aderechaenx .
* * %
1 Observa la diferencia con la definicién de limite lateral. Y es que ahora es fundamental

lo que pase en x 0.



Por ejemplo, estudiemos el comportamiento de la sig
en los puntos sefalados:

uiente funcion

1 si 1<x<3 Z ’
f(x)= {2 Si x=3 1 0 o—e
1l si 3<x <4
O 1 2 3 4
* Como 1 0ODom(f)=(1,4], no tiene sentido plantearse si esta f uncion
es continua o discontinua por la derecha en dicho p unto 1.
* La funcion es continua por la derecha en 2, ya que f(2)=1 vy,
evidentemente 2
Dom(f) Im(f)
X122 f(X 1):1
X222 f(X 2):].
X322 f(X 3):1
! !
2 1
* La funcién es discontinua 3 por la derecha en 3, ya que f(3)=2y,
evidentemente:
Dom(f) Im(f)
3,1>3 | f3,1)=1
3,01 >3 | f(3,01)=1
3,001 >3 | f(3,001)=1
! !
3 1
» La funcion es continua por la derecha en 4, ya que f(4)=1y la
funcidn f transforma la sucesion constante 4, 4, 4, ..., que es la

Gnica sucesion de su dominio cuyos términos son may
que 4, en la sucesion 1, 1, 1, ..., cuyo limite es 1:

Dom(f) Im(f)
424 | f(4)=1
424 | f(4)=1
424 | f(4)=1

4 1

1Y lo mismo puede decirse de todos aquellos puntos
2 puede ser que algtn término de la sucesion x

de la sucesion f(x 1), f(x  2), f(x
3 El tipo de discontinuidad lo veremos en el siguien

ores o iguales

gue no pertenecen a su dominio.
1, X 2, X 3... valga 3, en cuyo caso algin término

3)... valdra 2, pero su limite sera 1.
te apartado.

2 -
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Si se consideran las sucesiones contenidas en Dom(f
a X oYy cuyos términos son menores o iguales que x
do las mismas consideraciones, llegar a los concept
lateral izquierda y discontinuidad lateral izquierd

2.- Estudio de la continuidad lateral

El procedimiento que se sigue para ver si una funci
nua o discontinua por la derecha (por ejemplo) en u
dominio consiste en estudiar el limite lateral dere
permitira también clasificar las discontinuidades |

En el siguiente cuadro aparecen en la primera colum
tas posibilidades que se pueden presentar, y en la
la manera en que, a partir de ahora, nos referiremo
ciones *:

), que tienden

o, es facil, hacien-

os de continuidad

a.

on f es conti-
n punto X o de su
cho, lo que nos

aterales.

na las distin-
segunda columna,
S a esas situa-

El limite lateral

derecho de fen x o Ly el
No tiene sentido Es continua
plantearlo por la derecha en x
Esf(x o) Es continua

por la derecha en x

Tiene una discontinuidad

Es un nimero .
evitable

distinto de f(x ) por la derecha en x
Tiene una discontinuidad
Es infinito de salto infinito
por la derecha en x
Tiene una discontinuidad
No existe de segunda especie

por la derecha en x

* * %

Veamos algunas funciones que ilustran los distintos
 La siguiente funcion es continua por la derecha en
tiene sentido plantear su limite lateral derecho en

1 si x<0

casos 2.
0, ya que no

dicho punto:

f(x)= {O si x=0

e La funcion f(x)=1 es continua por la derecha en 0,
limite lateral derecho en 0 es f(0):

1 Observa que en la tabla no aparecen las discontinu
2 Hemos “tapado” las graficas de las funciones a la
en todas ellas la continuidad por la derechaen Oy
da de dicho punto no juega ningun papel.

idades de salto finito.
izquierda de O pues estamos estudiando
, por tanto, lo que suceda a la izquier-

ya que su
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« La funcion signo tiene una discontinuidad evitable ! por la dere-
cha en 0, ya que su limite lateral derecho en 0 es 1, mientras que
f(0)=0:

. 1
-1 si x<0

Sig(x)= 10 si x=0 o
1 si x>0

* La siguiente funcion tiene una discontinuidad de s alto infinito
por la derecha en 0, ya que su limite lateral derec hoenOes+  co:

_ Jl/x si x #0
f(x)= {O si x=0 O‘

* La siguiente funcidn tiene una discontinuidad de s egunda especie
por la derecha en 0, ya que su limite lateral derec ho en 0 no exis-
te:

il O Qe
f(x)= 0 si x=1/n,conn Oz*
1 si x #ln,conn 0OzZ* o o
1 a2 O 12 1

Observa que aplicando las definiciones vistas en el apartado ante-
rior se obtienen las mismas conclusiones, salvo la clasificacion de
las discontinuidades.

* % %
1 El nombre “evitable” hace referencia al hecho de g ue bastaria modificar solo ese punto de
la gréfica para que esta fuese continua por la dere cha en 0. En efecto, si trasladasemos el
punto (0,0) a la posicién que ocupa el punto (0,1), la funcidn seria continua por la dere-
chaenO.
2 El nombre de “salto infinito” se refiere al salto que habria que dar si se dibujase su
gréfica.
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clasificacion

El estudio de la continuidad lateral izquierda y la
e idéntica forma.

de las discontinuidades correspondientes se hacen d

* * %

Vamos a estudiar, por ejemplo, la continuidad later al ! en los pun-

tos 0, 2 y 3 de la siguiente funcion:
cos(1/x) si x<0
= 0 si x=0
(x)= 4/x si O<x <2
1/(x-3) si x>2
a al comienzo

El procedimiento consiste en utilizar la tabla vist
nuidad lateral

de este apartado y la correspondiente a la disconti
izquierda.
Estudiemos cada uno de los puntos:

« f tiene una discontinuidad de segunda especie por la izquierda y
una discontinuidad de salto infinito por la derecha en O:
1°) £(0)=0.
2°) El limite lateral izquierdo de f en 0 no exist e:
Dom(f) Im(f)
-1/ m f(-1/ m=cos(- m=-1
-1/2 m | f(-1/(2 m)=cos(-2 m=1
-1/3 m | f(-1/(3 m)=cos(-3 m=-1
l !
0 es oscilante
. _ m 24
39) Ilqu f(x)= |)I(_' X = 0F =t
X> X >
inuidad evita-

« f es continua por la izquierda y tiene una discont
ble por la derecha en 2:
1°) f(2)=4/2=2.
29) lim f(x) =Ilim i:2.
xf X2 %

1
3%)lim _fx) =lim =1,
X7 xs2 X3

e Como 3 ODom(f), no tiene sentido plantear el estudio de la con-
tinuidad lateral.
1 El estudio de la continuidad lateral de una funci6 n en un punto incluye la clasificacién
de la discontinuidad en el caso de que la haya.
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3.- Problemas

1) Estudia la continuidad lateral en -1y 1 de la fun cion:
X3-x 2-x+1 . 41
f(X): X2-1 SI X T
six= #1
2) Determina my n para que la siguiente funcion sea continua por la
izquierda y por la derecha en - w2y T72:
sen X  SiX <- 12
f(x)= m-sen x+n si- TV2<x< T2
2:cos X SiXx =102
3) Halla ay b para que la siguiente funcion sea cont inua por la iz-

quierda y por la derechaen Oy 1:

X2+2x-1  six<0
f(x)= ax+b si0 <x<1
si x>1
4) Calcula a y b para que la siguiente funcién sea co ntinua por la
izquierda y por la derecha en 0 y, ademas, su grafi ca pase por el
punto (1,3):

fx)= {x3-x six <0

(x)= ax+tb  six>0

5) Halla ay b para gque la siguiente funcién sea cont inua por la iz-
quierda y por la derecha en 1y, ademas, su grafica pase por el ori-
gen de coordenadas:

fx)= {Zx 2+ax+b  six <1
(x)= In x-1 si x>1
6) Estudia la continuidad lateral en 2 de las siguien tes funciones:
X2-6x+8 six 22 cos( ™) sSix <2
a) f(x)= X-2 b) f(x)= In(x 2-3) . 2
2 six=2 X-2 SI x>
7) Estudia la continuidad lateral en O de las siguien tes funciones:
xix six #0 arc tg(1/x) six #0
9 10= 1o sixeo D 1= {57 2 o
cos(1/x) six<0 VXX si x<0
©) 109=  1xx 2 six =0 d) 1= X
B arc tg(x 2-1) six =0
8) Estudia la continuidad lateral en O de la funcién:
fx)= {e1/><-[2+sen(1/x)] Si X #0
()= 0 si x=0
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