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1.- Continuidad de una funcién en un punto

Si x oODom(f), vamos a relacionar ahora el comportamiento de la
funcion f en las proximidades de x o con el valor de la funcion en el
punto, esto es, con f(x 0). También aqui utilizaremos sucesiones.
Pues bien, si consideramos todas las sucesiones x 1, X 2, X 3,... conte-
nidas en Dom(f) que tienden Yax o, solo pueden darse dos casos:
1°) La funcion f transforma todas ellas en sucesiones que tienden
af(x o), encuyo caso diremos que f es continua en x 0
Dom(f) | Im(f)
X1 f(X 1)
X2 f(x 2)
X3 f(X 3)
! !
Xo f(X 0)
29 La funcion f no transforma todas ellas en sucesion es que tien-
den af(x o), en cuyo caso diremos que f es discontinua en x ooque f
tiene una discontinuidad en x 0-

* * %

Consideremos, por ejemplo, la funcion signo:

-1 si x<0
Sig(x)= 10 si x=0
1 si x>0
Es facil ver que la funcion es continua en 2, ya qu e transforma
todas las sucesiones de su dominio que tienden a 2 en sucesiones que
tienden a f(2); y que lo mismo pasa en todos los pu ntos de su domi-
nio, excepto en 0, en donde es discontinua. Observa gue en este pun-
to la funcion tiene dos discontinuidades laterales evitables. Sin
embargo, no podemos llamarla asi ahora, pues no bas ta modificar un
punto para que la funcidn se convierta en continua. Esta disconti-
! La diferencia con la definicién de limite se debe a que ahora es fundamental lo que pase

en x o.



nuidad es, pues, esencial. Se llama discontinuidad de salto finito,

y no podia darse al estudiar las discontinuidades | aterales.

Como la vamos a necesitar, precisemos su definicion

Una funcion f tiene una discontinuidad de salto finito en x o0 Si
los limites laterales de f en x o SOn numeros distintos.

2.- Estudio de la continuidad de una funcién en un punto

El estudio de la continuidad ! de una funcién en un punto de su do-
minio se reduce al de sus continuidades laterales.

En el siguiente cuadro de doble entrada aparecen en la primera co-
lumna y en la primera fila las distintas posibilida des que se pueden
presentar al estudiar la continuidad lateral por la izquierda y por
la derecha, respectivamente, de una funcion en un p unto de su domi-
nio 2:

C-D DE-D |DSI-D |DSE-D

C-l C DEoDSF | DSI | DSE

DE-l |DEoDSF |DEoDSF | DSI | DSE
DSI-I DSI DSl DSI DSE
DSE-I DSE DSE DSE | DSE

Es facil apreciar la distinta “potencia” de las dis continuidades
laterales. Asi, la discontinuidad de segunda especi e (DSE) es la mas
“potente” en el sentido de que basta que una funcio n tenga en un
punto de su dominio una discontinuidad lateral de s egunda especie
para que, pase lo que pase por el otro lado, la fun cion tenga en ese
punto una discontinuidad de segunda especie. La sig uiente mas “po-
tente” es la discontinuidad de salto infinito (DSI) . Después viene
la discontinuidad evitable (DE), que da lugar a una doble posibili-
dad: DE y DSF. Para distinguirlas basta aplicar la definicion de es-
ta ultima discontinuidad que hemos visto en el apar tado anterior.
Por ultimo, observa que una funcion es continua en un punto de su
dominio si, y solamente si, es continua por la izqu ierda y por la
derecha.

* % %
1 Cuando se pide estudiar la continuidad de una func ién en un punto se sobrentiende que, si
se trata de una discontinuidad, hay también que cla sificarla.
2 para simplificar, utilizamos las siguientes siglas : C=Continua, DE=Discontinuidad evita-
ble, DSF=Discontinuidad de salto finito, DSI=Discon tinuidad de salto infinito y DSE=Discon-
tinuidad de segunda especie. Cuando nos referimos a la continuidad lateral o a las discon-
E)n:ugjea:g;s]allaterales, afiadimos un guion a las sigla s anteriores y la letra I=lzquierda o
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Por ejemplo, la siguiente funcién tiene una discont

ble *en 0;

-1 si x=0
f(x)= {1 si x>0

En cambio, la siguiente funcién tiene una discontin

finito 2eno0:

_J-1 six <0
f()= {1 si x>0

Por ejemplo, la siguiente funcién tiene una discont

ble 2 en O:

1 si x<0
f(x)= 10 si x=0
1 si x>0

Sin embargo, la funcion signo tiene una discontinui

finito “eno0:

-1 si x<0
Sig(x)= 10 si x=0
1 si x>0

1 Observa que esta funcién es continua por la izquie
E)or la derecha en 0.

También esta funcién es continua por la izquierda
la derecha en 0. Pero, a diferencia de la anterior,
distintos (en la anterior no tiene sentido plantear
3 Esta funcién tiene una discontinuidad evitable por
derecha en 0.
4 También esta tiene una discontinuidad evitable por
derecha en 0. Pero, a diferencia de la anterior, lo
distintos (en la anterior eran numeros iguales).

inuidad evita-

1 O—>

uidad de salto

inuidad evita-

A
Y

%

dad de salto

rda y tiene una discontinuidad evitable

y tiene una discontinuidad evitable por
los limites laterales en 0 son nimeros

el limite lateral izquierdo en 0).
la izquierda y otra igual por la

la izquierda y otra igual por la
s limites laterales en 0 son numeros
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3.- Un caso especial de discontinuidad

Como vimos en la leccién anterior, no tiene sentido
estudio de la continuidad lateral de una funcién en
ta fuera de su dominio.
Sin embargo, si x
dos limites laterales de f en x

discontinua en x 0.

plantearse el
un punto que es-

odDom(f) y, ademas, tiene sentido plantear los
0, entonces se considera que f es

La clasificacion de las discontinuidades en este ca SO viene reco-
gida en el siguiente cuadro:
0D ¢ El limite lateral derecho de f en x 0
xoLDom(f) Es un nidmero Es infinito No existe
Es un
El limite nimero DE o DSF DS DSE
lateral Es
izquierdo | infinito DSl DSl I3
defenx o No
i DSE DSE DSE

La distincion entre DE y DSF se hace, igual que en

el apartado an-

terior, mediante la definicién de esta Ultima disco ntinuidad.
Por ejemplo, la funcion f tiene una discontinuidad evitable en O,
mientras que la g tiene una discontinuidad de salto finito:
Gréaf(f) Graf(g)
< 1" > ] Qe
O O
—0-]1

* * %

Si x oDom(f) y al menos uno de los limites laterales de |
fen x o no tiene sentido plantearlo, entonces tampoco tien
plantearse la cuestion de si f es continua o discon

Por ejemplo, no tiene sentido plantearse si la func

continua o discontinua en 0.

4 .- Estudio de la continuidad de una funcién

Hasta aqui hemos estudiado la continuidad de una fu
punto concreto. Ahora vamos a hacerlo en todos aque
tenga sentido plantear dicha cuestion.

Esto se hace en tres pasos:

tinua en x
ion f(x)=In

a funcion
e sentido

0-

ncion en un

llos en los que
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1°) Calcular Dom(f).

29 Estudiar la continuidad en un punto genérico de su

39 Estudiar en particular los puntos en los que puede
discontinuidad.

Normalmente el dominio de una funcion suele ser la
mero finito de intervalos. Necesitamos, pues, las s
ciones:

* La funcién f es continua en el intervalo abierto (a
en todos sus puntos.

e La funcién f es continua en el intervalo cerrado [a
en (a,b), por la derecha en a y por la izquierda en

e La funcién f es continua en el intervalo semiabiert
lo es en (a,b) y por la derecha en a.

Por ejemplo, estudiemos la continuidad de la siguie

1 .
%8 Sl X <0
1/x si x>0

fx)=

1°) Dom(f)=R.

2°) Como en este caso la funcién se comporta de dif
izquierda y derecha de 0, es necesario estudiar por
le pasa en ambas zonas.

a) La funcion es continua 2en (- ,0), yaque Si
(o = L
* (X 0)_ Xo-8 !
. 1 1
. Ilrrlx0 f(x)—llm ) 4, X8 ~X08
b) La funcion es continua 2en (0,+ ), ya que SiXx
1
° f(X 0)= X_O
o li f(x)=1li i1
IanXo (X)_ ”T)]( — X0 X _XO'

3°) La funcion tiene una discontinuidad de salto in

* f(0)=-1/8.
1 1
. I|m fxX)= lim ¢t =- 35
x< >§( (S) X- 8 8
. I|m f(x)= m % é:ﬂo.
s X0

Como la funcion es continua por la izquierda en 0,
continua en los intervalos (- 0,0]y (0,+ 00).

L O semicerrado. Del mismo modo se define la continu

2 Ya que, como ambos limites laterales en x
quierda y por la derecha en x

X o €S un punto genérico, pero el estudlo de la contin
fuera un punto concreto.

o coinciden con f(x

-5-

dominio.
darse una

union de un na-
iguientes defini-

,b) siloes
,b] siloes
ol [ab) si

nte funcién:

erente manera a
separado lo que

3 X 0<0:

0>0:

finito en O:

entonces es

idad en un intervalo del tipo (a,b].
0), €s continua por la iz-

uidad es exactamente igual que si
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5.- Problemas

1) Prueba que sify g son continuas en x

a) f+g b) f-g
d) f-g e) f/g (sig(x 0) #0) f)
g) f 9(sif(x 0)>0) h) g of (si g es continua en f(x

2) Unasucesion 1, ¢es continua en x=17? ¢Y en su dominio?

3) Comprueba que las siguientes funciones son continu
nio:

0, también lo son:

&) k-f
If]
0))

as en su domi-

a) f(x)=3x  2-6x h) f(x)= % o) f(x)= 'Xl'é(
d) f(x)=x x1 e) f(x)= X-2 0 f(X)=|x]+|x-2|
, . _5x4-3x 3
4) Calcula f(0) para que sea continua la funcion f(x) = 7x5+3x3
5) Estudia la continuidad de las funciones siguientes
X2+X
a) f(x)= X2 ) fX)=  x33x2-a%
0 si x<-1 4x/(x-2) six<-1
c) f(x)= {1 x| si-1 ~ <x<1 d) f(x)= {6/(X-1) si -1 <x<3
1 si x>1 6Xx/(x+3) six>3
3-/x+4 1+ex
&) )= {yx-5 ° X 7 ) 9= {W S A0
\/5/3  six=5 0 si x=0
X2 1-2 1
9) 9= e — h) 0= Tz
. _ [sen( 1x) six #0 : N {x-sen( WX) six #0
) 0= o D = g =0
6) Estudia la continuidad de las funciones:
X-5 1 1
a)y =/ ) y =log % 0) y =log 32
_ X _ X _
d) Yy —|Og (X-Z)(X-B) e) Yy _\/ﬁ f) y—IX 2-7X+1O|
1 X I
9) f¥)=  3}37 n) )= 331 ) f(x)=1+2

7) Estudia los puntos de discontinuidad y las asintot
la posicion relativa) de las siguientes funciones:

as (indicando

o) fog=  SEX

iones:

c) f(x)=log  (x+1)

2x2+1 X2(x-2
B) (0= 5o ) 0= Aol
8) Estudia la continuidad y las asintotas de las func
t 2-1
a) f(x)=arc cos % b) f(x)= are ngx )
! Recuerda que una sucesi6n es una funcién de domini o N*={1,2,3,...}.

.6 -
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