LIMITES LECCION 12
indice: Estudio de una funcién en el infinito. Prob lemas.

1.- Estudio de una funcién en el infinito

Supongamos® que tenga sentido plantear el limite de una funcio nen
+c0. Si asi fuese 2 lo primero que haremos es calcular dicho limite:

)!lmm f(x)=k

Pueden presentarse las siguientes situaciones:

12) No existe dicho limite. Es lo que ocurre, por ejem plo, con la
funcion f(x)=sen X.

22) k es un namero real, en cuyo caso la recta de ecua cion y=k es
la asintota horizontal de f en + o, COmo ya sabemos. La posicion re-
lativa de la grafica de la funcion con respecto a | a asintota la da
el signo de la diferencia % f(x)-k. Si es positivo, la funcién se
encuentra por encima de la asintota, y si es negati vo, por debajo.

3%) k es infinito ( +00).

Solo en este caso se prosigue el estudio que viene a continuacion,
pues es evidente que solo cuando k es infinito pued e haber asintotas
oblicuas.

* ok %

Lo primero que se hace es entonces calcular m:

. f(x
m=lim %)
X - +oo X

Aqui pueden presentarse nada menos que cuatro situa ciones:

12) No existe dicho limite. Es lo que ocurre, por ejem plo, con la
funcion f(x)=x-(2+sen X).

22) m=0, en cuyo caso diremos que la funcién f tiene e n+ ouna ra-
ma parabolica en al direccion del eje OX . Es lo que sucede, por
ejemplo, con la parabola de eje horizontal y= A\/X. Observa que en este
caso k=+ ooy m=0.

Y
@) X
1 vamos a hacer el estudio en + o, pero lo mismo habra que hacer en - o, En los problemas es
normal estudiarlos conjuntamente.
2 E| célculo del dominio de la funcién nos permite s aber si tiene o0 no sentido plantear el
limite en + oyen- oo,
3 El limite de esa diferencia en + o N0 es seguro que dé correctamente la posicién rela tiva,
pues, como ya hemos visto en las lecciones anterior es, el célculo de limites consiste mu-
chas veces en sustituir unas funciones por otras; y aunque el limite sea el mismo, puede
ser diferente la posicion relativa que aqui nos int eresa calcular.
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32) m es infinito ( +00), en cuyo caso diremos que f tiene en + oo una

rama parabdlica en la direccion del eje OY . Es lo que sucede, por
ejemplo, con la parabola de eje vertical y=x 2, Observa que en este
caso ky m valen ambas + 0,

Y

@) X

42) m es un namero real distinto de cero.

Solo en este caso se prosigue el estudio que viene a continuacion,
pues es evidente que solo cuando m es un numero dis tinto de cero
puede haber asintota oblicua.

* % %
Para hallar su ecuacién solo nos falta calcular b:

b=lim_ [f(x)-mx]

Pero de nuevo se presentan tres posibles situacione S:

12) No exista dicho limite. Es lo que sucede, por ejem plo, con la
funcion f(x)=x+sen X.

22) m es infinito ( +00), en cuyo caso diremos que f tiene en + co una
rama parabolica en la direccion ! de la recta y=mx . Es lo que sucede,
por ejemplo, con la parabola de eje oblicuo y=x+ \/x. Observa que en

este caso k=t oo, m=1y b=+ oo,

32) m es un numero real. En este caso la recta de ecua cion y=mx+b
es la asintota oblicua de fen + 0,

La posicion relativa de la grafica de la funcion co n respecto a la
asintota la da el signo de la diferencia 2 f(x)-(mx+b). Alli donde
sea positivo, la grafica de f esta por encima de la asintota; y don-
de sea negativo, por debajo.

* % %

Por ejemplo, estudiemos el comportamiento de la sig uiente funcién
1 El nombre de ramas parabélicas en la direccién del eje OX, del eje OY o de una recta
oblicua viene precisamente de que las funciones que las tienen se comportan como las para-
bolas de eje horizontal, vertical y oblicuo, respec tivamente.
2 E| limite de esa diferencia en + o No es seguro que dé correctamente la posicion rela tiva

por la misma razén que se indic antes.
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en el infinito:

2X2+4x-1
f(X): X 24X
Primero calculamos k:
2X2+4x-1 1, 2xX2 _
k= E(n f(x) = lim e XTAX T I)l(rDioo 5 = I'Qlioo 2=2
La recta y=2 es la asintota horizontal de la funcio nfen+ oyen
- 00,
Veamos la posicion relativa:
£x)-ke 2X2+4x-1 _2X2+4x-1-2x  2-2x  2x-1  2(x-1/2)
(x)-k= X2+x ¢ T X2+X ~XZ+x ~  X(x+1)
- | + | - | +
-1 0 12
Por tanto, la funcién esta por encima de la asintot aen+ ooy por
debajoen- oo,
* * %
Veamos otro ejemplo. Estudiemos el comportamiento d e la siguiente
funcién en el infinito:
f(x)= X2-X

Primero calculamos 2 k:

1
=i =i 2.x = |i . - == . -0 =
k “g(n_.+oo f(x) Ilqumx/x X = lim (x 1 ) + 00-4/1-0=+ o

X - +oo X
Como esta funcidon no tiene asintotas horizontales, calculamos m:
i f(x) i X2-X i x/l 1/x i 1
m= !(I'EHO X I>I;n_,+oo X - I)I;n_,+oo X - I>I;n_,+oo 1- X~ “1-0_1

Calculamos b:
X2-X-X 2

— 1 } — | 2.x-x) = |i ==
b I|>r(nﬁ+oo (f(x)-mx) = lim >(ﬁm(\/x X-X) I'mx#w o x

. -X . -1 -1
= lim = lim = =-1/2
x -+ X-( A[1-1/X+1) X - +00 A\[1-1/x+1 1-0+1

La recta y=x-1/2 es la asintota oblicua de la funci onen+ oo,

Para estudiar la posicién relativa de la funcién y la asintota que
hemos hallado, damos a x un valor “grande”, por eje mplo x=100, y
12x 2+44x-1 02x2yx 2+x0Ox2en+ cwyen- . Verel problema 6 de la leccién 9.

2 Como el dominio de la funcién es (- ,0) O(1,+ ), tiene sentido plantear los dos limites en
el infinito. Nos reduciremos al estudio de la funci 6n en + o, El estudio en - o queda como

ejercicio.
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calculamos f(100)-100+1/2. Como sale negativo, esta
de que la grafica de la funcion esta por debajo de
+oo0, La certeza es absoluta si razonamos asi:

MOS casi seguros
la asintota en

f(x)-(x-1/2) =

Por tanto, la funcidn esta por debajo de la asintot

2.- Problemas

1) Calcula las ramas y asintotas (indicando en este ¢
relativa) de las funciones:

a) f(x)=x 3-3x 2 D) f(x)=(x-1) 3

d) (0= ok &) )= 3o

g) 9=  XZT 0 0= e
\/; 8-x

) fx)= (%) k) f()= (_2;((51)

2) Determina el valor de k si la funcion f tiene como
cua la recta de ecuacion y=-2x+2. Estudia si la gra
funcion corta a la asintota y estudia la posicién r
fx)= kx2+1
(x)= X+1
3) Halla el dominio y las asintotas de las siguientes

8) fx=n St b) fx)=e Xx =1

ex \3/X-2-1

X+2 )3
9) 0= (5 ) ((9=I0g  sesx?
1 Ya que x-1/2>0 en + 0,
2 Ya que el segundo radicando es mayor que el primer 0.

-4 -

' AX2-X- A[(X-1/2) 2= A[X2-X- 4[x2-x+1/4 < 0

aen+ oo,

aso la posicién

4x
0 )= 324z

f fx)= ~/x-1

) )= XA
_ Xx-3

) 0= (%)

asintota obli-
fica de dicha
elativa:

funciones:

X -X
0 f=lh 5

f )= ew

2X?2

) fx)= \/m
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