LIMITES

indice: Infinitésimos equivalentes. Un limite espec
cion. Problemas.

1.- Infinitésimos equivalentes

Por su interés en el calculo de algunos limites, re
tabla las equivalencias entre infinitésimos

LECCION 10
ial. Generaliza-

cogemos en una

! mas usadas:

Si f es un infinitésimo en x o | CASO PARTICULAR f(X)=x

sen f(x) Of(x)enx ¢

sen x Oxen 0

tg fx) Of(x)enx ¢

tg xOxenO

arc sen f(x) Of(x)enx ¢

arc senxOxenO

arc tg f(x) Ofx)enx

arc tg xOxenO

In[1+f(x)]  Of)enx o

In(1+x)

OxenO

e™® -1 Of(x)enx

ex-1 OxenO

Las demostraciones de las dos primeras equivalencia
qgue aparecen resaltadas, se haran en los apartados
demas se dejan para los problemas.

Una vez demostrada la tabla, y teniendo en cuenta |
sustitucién de funciones equivalentes vista en la |
se podran calcular limites como el siguiente:

s de la tabla,
siguientes. Las

a propiedad de
eccién anterior,

. tg(x 29) 2. X2-9 (x-3)-(x+3) iy a
Im, sen(x3) = M, %3 =M, X-3 =lim . (x+3)=6
Para poder sustituir las funciones tg(x 2-9) y sen(x-3) por x 29y

X-3, respectivamente, tenemos que probar que estas
nitésimos en 3 (como se indica en el encabezado de

2.- Un limite especial

Vamos a demostrar que sen
el siguiente limite:

) X
lim senx =1

Hallemos primero el limite lateral derecho. Como en

x>0, hemos dibujado el angulo de x radianes

1 Ya se vio en el problema 3 de la leccién anterior
entonces las funciones sen f(x), tg f(x), arc
infinitésimos en x 0-

Ztg(x 2-9) Ox2-9 en 3y sen(x-3) Ox-3 en 3.

3 Recuerda que en las funciones trigonométricas el &

sen f(x), arc

-1-

ultimas son infi-
la tabla).

x [Ox en 0. Por tanto, tenemos que probar

este limite

% en el primer cuadrante

que si f(x) es un infinitésimo en x 0,
tg f(x), In[1+f(x)] y e

f) -1 son

ngulo se mide en radianes.



dela circunferencia unidad

r=1
Como OB=0C=r=1, resulta que sen x=AB ytg x=CD. Ademas, es evidente
la siguiente cadena de desigualdades:
Area del triangulo OCB < area del sector circular OCB <

< area del triAngulo OCD

Recordemos que el area del sector circular se obtie
ple regla de tres. El area A del sector OBC es a x

area de todo el circulo es a 2 Ttradianes:
A_1r? A= X 2
X~ 27T = A= 2

Por tanto, la cadena de desigualdades anterior qued

3:OCAB < 3:xr 2 < 5.0C-CD

Multiplicando por 2 y teniendo en cuenta que OC=r=1
sen X < x £tg X

Como sen x>0, ya que x esta en el primer cuadrante, se puede
dir por sen X:

12X _ 1L
sen X ~— CoS X
Ahora bien:
i 1=1 li L =1
wy = 'quoo oS X
X> X >

Por tanto, por la regla del sandwich:

X
I)!rp(? sen x 1
X >

Por otro lado, el limite lateral izquierdo en 0 tam

ne de una sim-
radianes como el

a asi:
, queda:
divi-
bién es 1 al
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ser f(x)=x/sen X una funcion par L.
Y _ X
1
@) X

Como los dos limites laterales valen 1, sen X ~xen 0.
3.- Generalizacién

Vamos a generalizar el caso anterior, esto es, vamo s a probar que
si f(X) es un infinitésimo en x 0, entonces sen f(x) Of(x)enx o

Im sen f(x) 2 lim seny 3
X —Xo f(x) - y-0 Y h
* * %
Nota:

Quiza extrafie que se diga en la nota a pie de pagin a que se trata
de una composicion de funciones cuando lo que tenem os es el limite
de un cociente. Sin embargo, consideremos la funcié n*:

sen X
9(x)= —x
Entonces:
sen f(x)
g(f(x))= fx)
Por tanto:
sen f(x) 5 seny
lim —fy—— = Ilim f(x)) = lim =lim
Xoxo  T(X) X - Xo 9(f(x)) y-0 9(v) y-0 Y

Habia, pues, una composicion de funciones camuflada . En consecuen-
1 Recuerda de cursos anteriores que una funcién es p ar si su grafica es simétrica respecto
del eje de ordenadas. Para que una funcion sea par se requiere: 1°) que su dominio sea si-
métrico respecto del origen de coordenadas y 2°) qu e f(-x)=f(x). Nuestra funcién cumple am-
bas propiedades.

2 Hacemos el cambio f(x)=y. Recuerda que en eso cons istia precisamente el limite de la com-

posicion de funciones. Una explicacion mas detallad a de este paso aparece en la N OTA del
texto.

3Yaquesen x~xen x=0.La letra que se utilice como variable i ndependiente no tiene la me-

nor importancia. Asi, las funciones f(x)=x 2-x y f(y)=y 2-y son la misma funcion.

4 Observa que es, salvo la letra de la variable, la misma funciéon que aparece después de

hacer el cambio de variable f(x)=y.

® Ya que se cumple la tercera condicién del limite d e la composicion. Observa que f(x) #0 en
el dominio de la funcién g of, ya que f(x) aparece en el denominador de dicha f uncién (supo-
nemos, claro esta, que tiene sentido el limite que estamos calculando).
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cia, es correcto lo que hemos hecho, aunque nos hay
gunos pasos. Esto corrobora lo que se dice en la te
limite de la composicion equivale al cambio de vari
que permite desentenderse de la composicion, como a
como haremos a partir de ahora.

3.- Problemas
1) Pruebaque %
a) tg x~xenO

d) In(1+x)~xen O

b) arc sen x~xenO
e) ex-1~-xenO

2) Sif(x) es un infinitésimo en x
simos tg f(x), arc sen f(x), arc
valentes a f(x) en x 0-

3) Demuestra la siguiente tabla de equivalencias

amos saltado al-
oria de que el
able f(x)=y, lo
qui hemos hecho y

c) arc tg x~xen0

o (X o0R), prueba que los infinité-
tg f(x), In[1+f(x)] y e

f®) -1 son equi-

Si f es un infinitésimo en x o | CASO PARTICULAR f(x)=x

l-cos f(x) O[f(x)] 22enx o

1-cos x [Ox2%2en0

[1+f(x)] "1 On-f(x) en x 0 (1+x)

n-1 On-xenO

ANIH(X)-1  Of(x)/n en x 0

AJI+x-1 Ox/nen0

4) Calcula los limites en 0 de las funciones siguient

1-cos 2Xx 1-cos X
a) y= — D) y= —z —
d) y= % e) y=[cos x] ¥x°
X

g) y= m n) y=x-ctg(2x)

_sen x(1+cos Xx)

J) y_ X:COS X k) y:(COS(ZX)) 3

m) y= cos(a+x)-C(:(s(a-x) n) y=(1+sen x) 1/
_In(1+x) _In(1+sen  x)

0) Y= ~ex1 P) Y= “sen xtg X

5) Halla los limites de las siguientes funciones en |
los intervalos que constituyen sus dominios:

8) (9= [ b) 0= gieg

! El apartado b) se hace por el cambio de variable x
e), por el cambio x=In(1+y).

Empieza por la segunda columna. La segunda de las
bio de variable 1+x=y = x=y-1;y la tercera, con el cambio 1+x=y

-4 -

=sen y; el c), por el cambio x=tg

es:
_ X-sen x

©) Y= 1cos x
sen X

f) y: tg X

. tg x-sen x

I) y: g X3
tg 2X

) y=

. 1

) y=x-sen
1+2x) 10-1

q) = ( X2)+X

0S extremos de

X-2

c) f(x)=In X3

y,yel

equivalencias se demuestra con el cam-

N = x=y n-1.
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