Curs02000-2001 DERIVADAS
15 de diciembre de 2000.

1) (4p) Demuestra las siguientes afirmaciones: 1
a) Siy=cos u,y'=-sen u-u.
b) Siy=arc senu,y= u/ .[1-u?2
c) Siy=a u,y'=a 4YIn a-u'(aesunnumero real positivo).
d) Siy=u r,y'=r-u "1 .u'(res un numero real).

2) (1p) Halla el valor de los parametros a y b para q ue la fun-
cion siguiente sea derivable en x=0:

a(l+e x) si x<0
f(x)= { :
b+In(1+x) six >0
3) (1p) Deriva y simplifica (o viceversa) la funcién:
y =sen2arc cos X2

4) (1p) Dada la funcion y=(1+x)-arc tg \/x- \/x+4, se pide:
a) Su derivada simplificada.
b) La tangente y la normal en el punto de abscisa x=0

5) (1p) En un rectdngulo de 4 m de perimetro se susti tuyen los la-
dos por semicircunferencias exteriores. Halla las d imensiones que
debemos dar a los lados para que el area de la figu ra resultante sea
minima.

6) (2p) Estudia y representa la gréafica de la funcién ;2

X3
f(x)= x-1) 2

1 u es una funcién de x.
2 No es seguro que ésta fuera la grafica que se puso este curso.
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Ejercicio 2: Halla el valor de los parametros a y b para que la fun-
cion siguiente sea derivable en x=0:
- a(l+e x) si x<0
X)= . 1 PunT
®= \ptinaex) six 20 & R
* % *
Solucion:
Six #0, la derivada de f es:
. aex Si x<0
)= 1@+ sixs0
Si f es continua 1 en x=0, entonces b=2a:
e f(0)=b
elim_f(x)= lim [a(l+e X)]=2a
Xe& X—
X< X<
olim ()= Ilim.[o+In(1+x)]= 2D
Xe& X
x> X>
Si f es derivable en x=0, entonces a=1 (y, por tant 0, b=2):
of _(1)= lim. f(x)= lim (a-e X)=a
X~ X~
X< X<
! = i '(X)= i +Xx)]=
of (1) ur%) fi(x) ur%) [1/(1+x)]=1
X> X>
* % %
Otra forma de hacerlo es estudiar solo la derivada:
, . f(x)-f(0) . a(lte 9)-b 2a-b 3
of _(0)= I)l(r%) X0 —I)l(r%) X == = 2a-b=0 =
X< X<
. a(l+e ¥)-b . oaex
—f _(0)= Iim al+e )b 4 im 1 =a
Xe& X X»&
X< X<
. f(x)-f(0 . b+In(1+x)-b . In(1+x
of L(O=lim IO AD  _jyy IN*N) 5
X - X'O Xe& X X»& X
X> X> x>
Por tanto, para que la funcion sea derivable, a=1. Y como 2a-b=0,
entonces b=2. Llegamos, pues, al mismo resultado qu e antes.
1 sjtes derivable en x=0, debe ser continua en dic ho punto.
2 para calcular el limite del segundo sumando aplica mos la regla del limite de la composi-
cion.
3 sj2a-b #0, este limite seria infinito. Pero es finito, ya q ue la funcioén es derivable en
x=0.
4 Como sale la indeterminacion 0/0, ya que 2a-b=0, a plicamos L'Hopital. También puede ha-
cerse sustituyendo b por 2ay utilizando el hecho d e que, en x=0, e x-1 ~X.
SvYa que, en x=0, In(1+x) ~X. También puede hacerse por L'Hdpital.
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Ejercicio 3: Deriva y simplifica (o viceversa) la funcion:
y =senZ2arc cos X2 (1 PuUNTO
* % *
Solucién:
Si hacemos el cambio arc cos x2 =z, la funcion queda:
y =sen?z
Ahora bien:

arc cos x2=z =>C0S z=X2 =>co0s 2z=x4 =y =sen?z=1-cos 2z=1-x 4

Por tanto:
y'= -4x 3
* * %
O también:
y'=2-sen arc cos x2-(sen arc cos x2)'=
=2-sen arc cos X2-cos arc cos x2-(arc cos x2)'=
-1
=2-sen arc cos X2-coS arc cos Xx2: \/W 22X =
-4X 2 -4X
=—F——-Sen z:C0S z= \/1 -X 4:X 2=-4x 3
\J1-x 4 N
Aunqgue el calculo realizado para obtener la derivad a por este pro-
cedimiento carece de sentido para x=-1y x=1, el re sultado final es
aplicable también para ellos. En efecto, como la fu ncion y es conti-
nua en dichos puntos: 3

e y'(-1) 4 y' «(-1)= )|(|; y'(X)= |Ln (-4x 3)= 4

1
Y@ 2y U yeg= lim, (4x )= -4

Por tanto, y'(x)= -4x 3y Dom(y')=Dom(y)=[-1,1].

lsiarc cos x2=z.

2 arc cos x2=z =>C0S Z =X2 =>C0S 2Z =x4 = sen?z =1-cos 2z = 1-x 4.
3 Es facil probarlo.

4 va que Dom(y)=[-1,1].
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Ejercicio 4: Dada la funcién y=(1+x)-arc tg /x- \x+4, se pide: a) su

derivada simplificada; b) la tangente y la normal en el punto de

abscisa x=0. (1 PuNnT9
* % *

Solucién:

19) Derivamos la funcién:

1 1 1
y'= arc tg \x +(1+x): i 20X 2%

1 1
=arc tg \/§+2\/§- N tg /X

Aunque el célculo realizado para obtener la derivad a carece de
sentido para x=0, el resultado final es aplicable t ambién para él.
En efecto, como la funcion y es continua en dicho p unto: 1

y(©0) 2y .0)= lim y'(X)= lim arc tg \X= 0
X 3
Por tanto, y'(x)= arc tg \/Yy Dom(y")=Dom(y)=[0,+ ).
29 Calculamos la ordenada en el punto de tangencia:
y(0) =1-arc tg 0-0+4= 4
39 Calculamos la pendiente en el punto de tangencia:
y'(0)= arc tg 0=0

Resumiendo:

Xy |y
04[]0

4°)  Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es:

y-4=0-(x-0) = y=4

Y la de la normal: 4
x=0
1 Es facil probarlo.
2va gue Dom(f)=[0,+ ).
3 Para calcular este limite hemos aplicado la regla del limite de la composicion.
4 va gue la perpendicular a la recta horizontal y=4 que pasa por el punto P(0,4) es la rec-

ta vertical x=0.
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Ejercicio 5: En un rectangulo de 4 m de perimetro se sustituyen los
lados por semicircunferencias exteriores. Halla las dimensiones que
debemos dar a los lados para que el area de la figu ra resultante sea
minima. (1 PuNT9
* % *
Solucién:
Sean x e y la mitad de las longitudes de los lados del rectangulo:

El area del recinto es minima:
A= nx2+my2+4xy
Tenemos que expresar el area en funcion de una sola variable:
Ax+4y=4 = x+ty=1 =y=1-x = A =ax2+7n(1l-X) 2+4x(1-x)=
= mX2+m(1-2X+X  2)+4AX-4X 2 = X2+7-2 X+ X 2+4X-4X 2 =(2 n-4)X 2+(4-2 m)X+ m=
=2(m-2)x 2-2( m-2)x+ w

Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:

A= 4( t-2)x-2( mw-2)= 2(m-2)(2x-1)= 0 =>2x-1=0 =2x=1 = x=1/2

Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 1 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda enx =1/2:
A" =4(n-2) =A"(1/2= 4(=n-2)> 0 = Aes minima para X =1/2

Si x=1/2, entonces y=1/2.
Por tanto, se trata del cuadrado de lado 1 m.

1 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
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Ejercicio 6: Estudia y representa la gréfica de la funcion:
X3
f(x)= x1) 2 (2 PunTO3
* % *
Solucién:
1°) Dominio: (- ©,1) U(l,+ o).
29 Paridad: como el dominio no es simétrico respecto del origen
de coordenadas, la funcion no es ni par ni impar.
39 Periodicidad: la funcion no es periddica.
49) Cortes con los ejes:
a) ConOX:y=0 = x3=0 = x=0.
b) ConOY:x=0 = y=0.
59)  Signo de la funcién: 1
. | + i +
0] 1
6°) Asintotas y ramas parabdlicas:
a) Larecta x=1 es asintota vertical:
‘ - x> _1_
im, 100="lIm, ey 2= 0=+
b) La recta y=x+2 es asintota oblicua en - oyen+ oo
o o X3 o X3_ . _
K=lm J00= IIm_szoxat = M, x2= Jim X =+
e T X2 2 X2 _
m=lim “x =M Seoxer - WM, xz=)im 1=1
] i X3 e X3-X342x2-x
b=jim, [0md  =lim (s )=lim, Sz
L 2X2-X o . 2x2 _
=imxzaxer - Am e = im 2=2
Posicion relativa:
¢ X8 ) = X3-X 3+2X2-X-2X 2+4x-2 _ 3x-2
Xy =%zoxer -X+2) = X2-2x+1 “(x-1) 2
Por tanto, como la diferencia es negativa en - o y positiva en + ©,
la funcion esta por debajo de la asintota en - o y por encima en + .
1 Hemos sefialado el punto x=1 para recordarnos que n o pertenece al dominio de la funcién.

2 va gquea otai;-x+a ,:X2+...+a:Xn~ap;xnen+ oyen- oo, También puede hacerse sacando factor co-

mun en numerador y denominador la respectiva maxima potencia de x, simplificando a conti-
nuacion. O por L'Hopital.
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7°) Continuidad. Discontinuidades:

a) La funcién es continua en su dominio por ser deriv able en
él:
_ X3 o 3x2(x-1) 2-x3-2(x-1)  3x?(x-1)-2x 3 _
f(x)= x1) 2~ f(x)= x-1) 4 = (x-1) 3 =
_3x3-3x 2-2x 3 x8-3x 2 _x?3(x-3)
(x-1) 3 ~(x1) 37 (x1) 3
b) La funcién presenta en x=1 una discontinuidad de s alto in-
finito (el estudio ya se ha hecho en el apartado an terior).
89 Signo de la derivada primera: 1
vin
+ | + A | +
| N [
7 N s T
99) Signo de la derivada segunda: 2
, x3-3x 2 N 3Xx 2-6x)(x-1 3-(x 3-3x 2)3(x-1) 2
L R €

_ (3x 2-6x)(x-1)-3(x 3-3x 2)  3x3-3x 2-6x 2+6x-3x 34+9x2  6X
- (x-1) ¢ - (x-1) ¢ T (x1) 4

Pl
Y +

ALV SR

10° Tabla de valores:

X y Clasificacion
0 |[Corte con los ejes y punto de inflexién
3|27/4 Minimo

o

Gréfica:

27/4

/“2

1 Aplicamos aqui el criterio de la derivada primera y el criterio de la variacién del signo
de la derivada primera.

2 Aplicamos aqui el criterio de la derivada segunda y el criterio de la variacién del signo
de la derivada segunda.




