CURS02001-2002
13 de diciembre de 2001.

1) (2p) Define los siguientes conceptos:
a) Derivada de una funcion en un punto.
b) Punto de inflexion.

2) (2p) Demuestra las siguientes afirmaciones:
a) Siy=arc tg u,y'= u/(l+u 2).
b) Siy=a uY,y'=a u“In a-u.

3) (1,3p) Utilizando la definicion de derivada de una
un punto, calcula:

4) (1,3p) Halla a 'y b para que la curva y=ax
a la recta 4x+y=8 en el punto de ordenada O.

5) (1,4p) De los triangulos isésceles MPQ que se pued
en el triangulo isésceles ABC, halla la base y la a
tiene mayor area. DATOS: AM=MB=12 cm; AC=BC=20 cm.

A v B

C

6) (2p) Estudia y representa la grafica de la funcién

x3-3x 2+4

= =%

1 4 es una funcién de x.

2 No es seguro que ésta fuera la grafica que se puso este curso.
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CURS02001-2002
Ejercicio 3: Utilizando la definicién de derivada de una funcio
un punto, calcula:

1+x
In Tox
lim, X
Solucioén:
Consideramos la funcion:
(= In /12
Evidentemente:
1+
f(0)= | ﬁzln 1=0
Por tanto:
1+x
N NIX _ fx4(©)
m,——c—=lm,~ w0 =1O
Ahora bien:
+ + 1/2 +
()= In \/1X=ln [1—XX) 2 Tin 1= 2 [In(1+x)-In(1-x)]
o 1,71 -1)N_1 1-Xx+1+X 1 .
= F(x)= 2'(1+x' -x)‘Z'(1+x)(1-x) =1x2 = 10)=1

Por consiguiente:

| 1+x
i n 1-x
o X =1
1 Este modo de proceder se ha justificado en Derivadas , en este mismo

hallarse la derivada directamente.

-2-
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Ejercicio 4. Halla a y b para que la curva y=ax 3+bx 2+ax+b sea tangen-

te a la recta 4x+y=8 en el punto de ordenada 0. (1,3 PunTO$
* % *

Solucion:

Sea P(x,0) el punto de tangencia. Como
dicho punto pertenece a la recta 4x+y=8,
satisface su ecuacion:

y=ax3+bx2+ax+b

4x+y=8

4x+0=8 = x=2
P(x, 0)

Teniendo en cuenta ademas que la pen-
diente de la recta tangente es -4, pode-
mos recoger la informacion en la siguiente tabla:

X |y |y
2104

Como y=ax 3+bx2+ax+b, entonces y'=3ax 2+2bx+a.
Ahora bien, como los puntos (2,0) y (2,-4) pertenec en a las grafi-
cas de y ey, respectivamente, tenemos lo siguient e:

y(2)=0 = 8at+4b+2a+b=0 = 10a+5b=0 = 5b=-10a = b=-2a
V(2)=-4 = 12a+4b+a=-4 = 13a+4b=-4 > 13a-8a=-4 =

= ba=-4 = a=-4/5 = b=8/5

lva que b=-2a.
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Ejercicio 5: De los tridngulos is6sceles MPQ que se pueden insc ribir
en el tridngulo isésceles ABC, halla la base y la a ltura del que
tiene mayor area. DATOS: AM=MB=12 cm; AC=BC=20 cm.
A b B
P C
C
(1,4 PunTO$
* % *

Solucién:

Sean x ey, respectivamente, la mitad de la base y la altura del

triangulo MPQ. Sea o el angulo ACM:
A 12 N B
P V C
C

El area del triangulo MPQ es maxima:

2X
A= _2y =Xy
Tenemos que expresar el area en funciéon de una sola variable:

A
MG=AC:-AMZ=400-144=256 = MC=16 =1g a=q1e= MCy =

12 x _12(16-y)  3(16-y)  48-3y _ 48y-3y ?
= 1616y X~ 16 - 4 <~ 4 =A T2
Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:
- 24-
a =T 2 o os3y=0 —y=s
Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 1 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda eny =8:
A"=-3/2 = A"(8)= -3/2 <0 = Aesmaxima paray =8

Si y=8, entonces x=24/4=6.
Por tanto, se trata del triangulo de base 12cmyd e altura 8 cm.

1 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
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DERIVADAS

Ejercicio 6: Estudia y representa la grafica de la funcién:
X3-3x 2+4
f(x)= X2 (2 PunTO3
* % *
Solucion:
1°) Dominio: (- ©,0) U(0,+ o).
29 Paridad: como el dominio es simétrico respecto del origen de

coordenadas, calculamos f(-x):

-X 3-3x 2+4

(x)= "3

La funcion no es ni par ni impar.

39 Periodicidad: la funcion no es periddica.

49) Cortes con los ejes:
a) ConOX:y=0  =>x 3-3x 244=0 & (x+1)(x-2) 220 = x=-1, X=2.
b) Con OY:comox #0, no hay puntos de corte.

59)  Signo de la funcion: 2

6°) Asintotas y ramas parabdlicas:
a) Larecta x=0 es asintota vertical:

im fx)=  lim Xt _4
= =— R =1T0
x—0 X—0 X2 O+
b) La recta y=x-3 es asintota oblicua en - oyen+ oo
X3-3X 2+4 3 X3
k=lim f(x)= |lim ——= Ilim 3=1Ilim Xx=+w
x—>J_roo( ) X—>+o0 X2 X400 X2 Xopdoo
f(Xx) x3-3X 2+4 3 X3
m=1lim =lim —F—= Ilim 3=1lim 1=1
x>t X X—>F00 x3 Xt X3 T Xk
X3-3x 2+4 X3-3X 2+4-x 3
=lim  [f(x)-mx =lim (—-x)zll’m =
b x—>ioo[( ) ] X—>o0 X2 X—>o0 X?
-3X ?+4 3 -3X ?
=lim ——= lim =lim (- =-
Xt X2 X+ X2 X—)ioo( 3) 3
Posicion relativa:
_X3-3x 244 _X3-3X 244-x 3+3x?_ 4
fx)-y =7z —-Kx3) = X2 =%z
1 Factorizamos el polinomio por Ruffini.
2 Hemos sefialado el punto x=0 para recordarnos que n o pertenece al dominio de la funcién.

3va gquea otai;-x+a ,:X2+...+a:Xn~ap;xnen+ oyen- oo, También puede hacerse sacando factor co-

mun en numerador y denominador la respectiva maxima potencia de x, simplificando a conti-
nuacion. O por L'Hopital.



Por tanto, como la diferencia es siempre positiva, la funcion esta
por encima de la asintota en - oyen+ oo.
7°) Continuidad. Discontinuidades:
a) La funcién es continua en su dominio por ser deriv able en

X3-3X 2+4 , 3X 2-6X)X 2-(X 3-3X 2+4)2X
)= ot o= S 2

_ 3X4-6x 3-2x 4+6Xx3-8x  Xx4-8x x3-8 1 (X-2)(x 2+2x+4)

x4 - x4 X3 = X3
b) La funcién presenta en x=0 una discontinuidad de s alto in-
finito (el estudio ya se ha hecho en el apartado an terior).
89 Signo de la derivada primera: 2
vin
+ Py - | +
/ |
P 7 0 a2 /
99) Signo de la derivada segunda: 3
o X3-8 wron_ 3X2:x3-(x 3-8)3x 2 3x5-3x 5+424x2 _24x2 24
f(X)_ X3 = f (X)_ XG - XG - XG _F
+ Py +
er
N U/
10° Tabla de valores:
X |y Clasificacion
-1 10 Corte con OX
2 |0 | Corte con OXy minimo

Gréfica:

2/3
1 Factorizamos el numerador por Ruffini.
2 Aplicamos aqui el criterio de la derivada primera y el criterio de la variacién del signo
de la derivada primera.
3 Aplicamos aqui el criterio de la derivada segunda y el criterio de la variacién del signo

de la derivada segunda.



