CurRs02009-2010. DERIVADAS
1 de diciembre de 2009.

1) (1p) Prueba que si fy g son dos funciones derivab lesenx o, se
verifica: (f+g)'(x 0)=F'(x 0)*+g'(X o).
2) (1p) Demuestra que la derivada de y=a U(O<a #l)esy=a Y.u-In a.

3) (1p) Enuncia el criterio de la derivada primera:
a) Para el estudio de la monotonia y los extremos.
b) Para el estudio de la curvatura y de los puntos de infle-
Xion.
4) (1p) Halla la ecuacion de la recta tangente a la ¢ urva y=x 3
trazada desde el punto P(0,-2).

5) (1p) De todos los rectangulos inscritos en una sem icircunferen-
cia de radio 2 cm, halla las dimensiones del que ti ene area maxima.
6) (1p) Dada la funcion f(x)=x In x demuestra que existe ae(l,e) tal

que f( a)=1. Menciona los resultados tedricos que utilices.

7) (1p) Halla:
li X-sen X
M Tn cos x
8) (1p) Calcula a y b para que la funcion y=(a+bx)-e X tenga un

punto de inflexion en (0,2).

9) (2p) Estudia y representa la grafica de la siguien te funcién:
X2
()= %1
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Ejercicio 4: Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y=x3
trazada desde el punto P(0,-2). (1 PuNTQ
* % *

Solucién:
El punto P no pertenece a la curva pues no satisfac € su ecuacion.

Sea Q(a,b) el punto de tangencia:

y:xS
t
Q(a,b)
P(0,-2)

Como el punto Q esta en la curva, satisface su ecua cion: b=a 3.

Como el punto Q esta en la recta tangente, satisfac € su ecuacion.
Ahora bien, de esta recta sélo conocemos el punto P . Por tanto, su
ecuaciéon punto-pendiente es y+2=m(x-0). En consecue ncia: b+2=ma.

Por otro lado, la pendiente de la curva en el punto Qesm:

y=x3 = y'=3x 2 1, m=3a 2

Por ultimo, resolvemos el sistema:

b=a3
{b+2:ma —=as3+2=3a3 = 2a3=2 = asd=l >a=1 =b=1 = m=3
m=3&

Por tanto, la ecuacion explicita de la tangente es:
y+2=3x = y=3x-2

lEnel punto Q, x=a e y'=m.
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Ejercicio 5: De todos los rectangulos inscritos en una semicirc unfe-
rencia de radio 2 cm, halla las dimensiones del que tiene area maxi-
ma. (1 Punt9
* % *

Solucién:

Sean x ey, respectivamente, la mitad de la base y la altura del
rectangulo inscrito en la semicircunferencia de rad i02cm:

2.7
/// y
./

El area del rectangulo tiene que ser maxima:
A=2xy
Tenemos que expresar el area en funciéon de una sola variable:
X2+y2=4 =y 2=4-x 2 B y= [Ax 2 = A=2X- ~[4X 2
Como A>0, podemos sustituir esta funcién por su cua drado:

C=4x2:(4-x 2)=16x 2-4x 4

Como la condicién necesaria de extremo relativo es que la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:
C=32x-16x 3=16x-(2x 2)=0 = |0 2, x= 2
=32x-16x 3=16x:(2-x 2)=0 = X222 = x= +12 = X=
Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 3 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda en x= /2:

C"=32-48x 2 = C"( 1[2)=32-48-2<0 = A es maxima en x= 2

Por tanto, la base es 2x=2- \[2 cm; y la altura, y= \[4-2= /2 cm.

lva gue y es positivo.
2va gue X es positivo.
3 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
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Ejercicio 6: Dada la funcién f(x)=x In xdemuestra que existe ae(l,e)
tal que f'( «)=1. Menciona los resultados tedricos que utilices :
(1 Punt9

* % *

Solucion:
Primero 1 derivamos la funcién:
f(X):X In x :2 e In x-In x:eln 2x —
1 2:In x:x Inx
= f(x)=e n*(In 2x)'=x Mx-2:n X = ™
* * %

Como la funcion f satisface las condiciones del teo

ge, 3existe o en elintervalo abierto (1,e) tal que:
) _ f(e)-f(1) _ehelinl g1
O )= e-1 T el Tel-“
En efecto:
1%) f es continua en [1,e] por ser derivable en (0,+
2%) fes derivable en (1,e) por serlo en (0,+ ).

F——————

@)
[ N
Q]
@D

1 En realidad el primer calculo que hay que hacer es
mos aplicar el teorema de Lagrange al intervalo [1,

2 Aunque se puede derivar la funcién por el método d
mos hacerlo escribiéndola primero como funcion expo

3 También podria hacerse el problema probando que la
la propiedad de Darboux o que la funcién g(x)=f(x)

que la funcién g(x)=f(x)-x cumple las del teorema d

4 Dom(f')=Dom(f)=(0,+ ).

nencial de base e.

e Rolle.

rema de Lagran-

©). 4

[f(e)-f(1))/(e-1). Como sale 1, pode-
€], que es lo que hacemos en el texto.
e derivacion logaritmica, también pode-

funcion ' cumple las condiciones de
-1 cumple las del teorema de Bolzano o
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Ejercicio 7: Halla:
i X-sen X
M In cos x
* * *
Solucion:
., X-sen X 1., 1-cos x . l1-cos x o
lim T cos x = [im =1lim n =
x—0 1N COS X x—0 x—»0 g X
CoS X-(-sen X)
—lim 22X __ 0 _j
~ x>0 -(1+tg -1

1 como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi
hemos aplicado al denominador la regla del limite d

2 Como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi
cuenta que, en x=0, 1-cos X~x2[2ytag Xx~X.

tal. Para obtener dicha indeterminacion
e la composicion.
tal. También puede hacerse teniendo en
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Ejercicio 8: Calcula a y b para que la funcién y=(a+bx)-e
punto de inflexion en (0,2).

Solucion:
Teniendo en cuenta la condicién necesaria de punto
podemos recoger la informacién en la siguiente tabl

Xy ly |y
02 0
Como y=(atbx)-e -, entonces:
ey'=b-e *+(atbx)-e *-(-1)=(-atb-bx)-e X

e y'=-b-e X+(-atb-bx)-e  *.(-1)=(a-2b+bx)-e X

Como los punto (0,2) y (0,0) pertenecen a las gréfi
ciones y e y", respectivamente, tenemos lo siguient

y(0)=2 = a=2

y'(0)=0 = a-2b=0 =2b=2 = b=1

lva que a=2.

DERIVADAS
X tenga un

(1 Punt9

de inflexién,

cas de las fun-
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Ejercicio 9: Estudia y representa la gréfica de la siguiente fu n-
cion:
X2
f(x)= X1 (2 PunTO3
* % *
1°) Dominio: (- ©,1) U(l,+ o).
29 Paridad: como el dominio no es simétrico respecto del origen
de coordenadas, la funcion no es ni par ni impar.
39 Periodicidad: la funcion no es periddica.
49) Cortes con los ejes:
a) ConOX:y=0 = x2=0 = x=0.
b) ConOY:x=0 = y=0.
59)  Signo de la funcién: 1
7 | 7 A +
0 17
6°) Asintotas y ramas parabdlicas:
a) Larecta x=1 es asintota vertical:
, x2 1 . , X2
lim f(x)= lim ¢7—=/-=-;lim f(x)= lim X1 —QF-t®
- X X- X—>, X X-
X< X< X> X>
b) La recta y=x+1 es asintota oblicua en - oyen+
. . X2 . 2X
k=lim f)=lim 7= lim 5=
X—>300 X—>to0 X- X—>00
. (X . X 2 . 1
m_)ll—>mioo X _)l—n;lioox'l - I)I(T)iool =1
, , X2 . X2Z-X 24X X 1
b=fim (f00-md =fim (ox J=fim ST fim - fim, =<1
Posicion relativa:
X2 X2-X 2+X-X+1 1
fx)-y = x1 X1 = x-1 ~x-1
Por tanto, como 1/(x-1) es negativo en - © Yy positivo en + o, la
funcion esta por debajo de la asintota en - oy por encima en + .
7°) Continuidad. Discontinuidades:
a) La funcién es continua en su dominio por ser deriv able en
él:
1 Hemos sefialado el punto x=1 para recordarnos que n o pertenece al dominio de la funcién.
2 Como sale la indeterminacion o/ o, aplicamos L'Hopital. También puede hacerse sacand
factor comin en numerador y denominador la respecti va maxima potencia de x, simplificando a
continuacion. O teniendo en cuenta que a otar-X+a X 2+..+g-X "~a,:Xxnen+ coyen- oo,

-7-



X2 o 2X:(x-1)-x 2.1 2X2-2Xx-X 2 X2-2X _ X:(X-2)
= x1 =>TX= x-I) 2 - (D) Z ~(x1) Z2- (x-1) 2

b) La funcion presenta en x=1 una discontinuidad de s alto infi-
nito (el estudio ya se ha hecho en el apartado ante rior).
8°) Signo de la derivada primera: 1
vax vin
]
/ 0 \ 1 \ 2 /
99) Signo de la derivada segunda: 2
o X2-2X won (2x-2)-(x-1) 2-2(x-D)(x  2-2x)
f(x)= x1) 2~ f'(x)= x-1) @ =
_ (2x-2)(x-1)-2(x 2-2X)  2X2-2X-2X+2-2X  2+4x 2
- (x-1) 3 - (x-1) 3 T(x-1) 3
A +
\r/
M 1
10° Tabla de valores:
X |y Clasificacion
0 | 0 | Corte con los dos ejes y maximo
214 Minimo
Gréfica:
|
|
|
|
|
/ !
|
|
|
12
1 Aplicamos aqui el criterio de la derivada primera y el criterio de la variacién del signo
de la derivada primera.
2 Aplicamos aqui el criterio de la derivada segunda y el criterio de la variacién del signo

de la derivada segunda.



