DERIVADAS LECCION 4
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1.- Derivada de la suma de funciones

Si f y g son derivables en x 0, entonces f+g también es derivable
en X o, Y su derivada en dicho punto es (f+g)'(x 0)=F(X o)+g'(X o):
. e (HO)(X)-(F+g)(x 0) _. f)+g(x)-f(x 0)-9(X o) _
gy (x  o)=lim XX g =lim XX o -

[f(x)-f(x 0) . 9()-g(x

XX o T XX o 2 J 2f(x o*+g(X o)

=lim
X—>Xo

Por tanto, la derivada de una suma de funciones es igual a la suma

de sus derivadas:
(frgy=  f+g

Por comodidad, utilizaremos esta notacién en lugar de la que apa-
rece en el enunciado de la propiedad que acabamos d e demostrar. Sin
embargo, es falsa, pues se trata de funciones cuyos dominios puede
gue no coincidan, ya que, en general, Dom(f'+g’) cDom(f+g)".

Conviene también advertir que, cuando en dicho enun ciado se afirma
gue “si f y g son derivables en x 0, entonces f+g también es deriva-
ble en x ", se esta afirmando, y es lo que hemos demostrado mas
arriba, que f+g es derivable en Dom(f'+g)=Dom(f") ~Dom(g"), pero no
que solo lo sea en dicho conjunto. 2

* * %
Por ejemplo:
1 2-[x+1
X+ (X)'=X'+ X)'=1+ =

Si f(x)=x y g(X)= /X, es evidente que Dom(f)=R y Dom(g)=(0,+ ).
Por consiguiente, Dom(f'+g")=Dom(f') ~Dom(g")=(0,+ ). En este caso,
pues, Dom(f+g)'=Dom(f'+g").

* * %
En general:
(f 1+ o+ +F) =f '+ '+

L Por las propiedades de los limites y la definicion de derivada.
2 valga lo dicho aqui (no lo repetiremos, pues) para las férmulas similares, esto es, las
relativas a la derivada de la resta, el producto, e | cociente, la potencia, la composi-
cion, etc., asi como para sus correspondientes enun ciados.



2.- Derivada del producto de funciones

Sify g son derivables en x 0, entonces f-g también, y su derivada
en dicho punto es (f-g)'(x 0)=F(x o) g(X o)H(X 0):g'(X o):
: o (F9)()-(f-9)(x 0) _ . fx)-9()-f(X 0)9(X o) 1
(Fgyx o)=lim X-X o =im XX o -

fx)-9(x)-f(x 0) 9(X)+(X  0)-9(X)-f(x  0)-9(X o) _

-iim, ]
i JOOX olg09Hx o) [009-9x o)l _
T X—Xo X-X o =
(x)-f ) i

=f(x o)-lim ge+lim . fx 0-g(x o) 2P 09 o)X oG o)

Por tanto, la derivada del producto de dos funcione sesigual ala
derivada de la primera funcién por la segunda sin d erivar, mas la
primera sin derivar por la derivada de la segunda:

(fg)' = f'.g+f.g'

Por ejemplo:
X 2X+X 3

¢ AR=X D AR)EL A ﬁ: X 2-\/§:2-\/§:2-f/?

Sif(x)=xy g(x)= /X, como Dom(f)=R y Dom(g')=(0,+ ), resulta que
Dom(f'-g+f-g")= ) Dom(f) ~Dom(g)=(0,+ ). Ahora bien, es facil probar
que la derivada lateral derecha de x- A/x en x=0 es 0. Por consiguien-
te, Dom(f-g)'=[0,+ ). En este caso, pues, Dom(f'-g+f-g’) cDom(f-g)".
Por tanto:

(x X)'= 3-x/2

* * %
En general:

(f of oot ) =F0 0 o of b f S b H

! Sumamos y restamos al numerador f(x 0)-9(x).
2 por las propiedades de los limites y la definicién de derivada.
3 El primer limite es g(x 0), ya que g es continua en x o (por ser derivable en x 0); el se-
gundo limite, al tratarse del limite de una constan te, es f(x 0)-
Dom(f'-g+f-g")=Dom(f'-g) ~ Dom(f-g")=Dom(f") ~ Dom(g) ~ Dom(f) ~ Dom(g")=Dom(f) ~ Dom(g’), ya

que Dom(f) <Dom(f) y Dom(g') —Dom(g).
® Mediante la definicion.
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En efecto: !

1°) La férmula anterior es cierta para n=2 (acabam os de demos-
trarlo): (f 1+f o) =1 o4 5
2°)  Si la férmula fuese cierta para n, entonces seria cierta

también para n+1:

3

(F o oo of ma) = (F oof o o) F mat( oo oroef ) e =
SYCEPRS PO JS S ST JESES I SRS ST SO N SPUIIRE S B

:fll'f Zf n'f n+l+f l'f 2If n'f n+l+...+fl'f Zf nl'f n+l+f l'f Zf n'f n+:|_I

3.- Consecuencias

1%) La derivada del producto de un nimero por una func ion es igual
al producto del numero por la derivada de la funcio n:
k) ZKf+kf  =0f+kf  =kf
Evidentemente, el dominio de derivabilidad de k:-f e s el mismo que
el def.
2%) La derivada de la opuesta de una funcién es igual a la opuesta

de su derivada:

-n" =(-1-% =-1.f =-f

Evidentemente, el dominio de derivabilidad de -f es el mismo que
el def.

3%) La derivada de una resta de funciones es igual a | a resta de
sus derivadas:

(f-g0)  =[f+(-9)I =f+(-9) =f+(g)= fg

Evidentemente, f-g es derivable alli donde lo sean fyg. °

Por ejemplo, vamos a calcular la derivada de la fun cion polinémica
f(x)=3x 4-5x+8:

f(x)=(3x  4)'-(5x)'+8'=3:(x 4)'-5-x'+0=3-4x 3-5.1=12x 3-5

! Esta férmula se demuestra por induccién completa.

2 Aplicamos la derivada del producto de dos funcione sif=f 1f oo fnyg=f e

3 Si la férmula fuese cierta para n, podriamos utili zarla y sustituir (f 1-f 2-...-f ) por su
valor.

* Consideramos el nimero k como la funcién constante g(x)=k.

5 Observa que lo que se dice es que f-g es derivable en Dom(f'-g")=Dom(f") ~Dom(g"), pero
no que sea derivable s6lo en dicho conjunto, pues, como se ha indicado en el primer apar-
tado de esta leccion, Dom(f'-g") -Dom(f-g)".
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4.- Problemas

1) Demuestra la formula (f 1H oo+ )= '+ '+ 4+ ' por induccion com-
pleta.
2) Halla la tangente y la normal en el punto de absci sa x=0 a la
gréfica de la funcion y=3x 3+6(x-1) 2+8x2+3.
3) Calcula las ecuaciones de las tangentes a las sigu ientes curvas
paralelas a la recta r:

a) y=3x 2-5;r =y=x+1 D) y=6x 34+9x-2,r =y=0
4) Encuentra la recta que pasa por el punto (1,2) y e s paralela a la
tangente a la curva y=x 3-2x+6 en el punto (0,6).
5) Halla la ecuacion de la pardbola y=ax 2+bx+c si pasa por P(1,3) y
es tangente en (0,0) a la bisectriz del primer cuad rante.
6) Calcula el angulo con el que se cortan la recta y= x+1y la curva
y=X3+X-7.
7) Halla a y b para que f sea continua y derivable. E ncuentra los
puntos en los que la recta tangente es paralela al eje OX.

o x? six <1
f(x)= -X 2+ax+b six>1

8) Encuentra los puntos de la gréafica de la funcién y =x2+6x en los
que la tangente forma un angulo de 45 ° con el eje OX.
9) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la graf ica de la fun-

cion y= ~/x-x trazada desde el punto P(-2,2).

10) Halla la ecuacion de la recta normal a la gréfica de la funcion
y=x 2-4 trazada desde el punto P(4,-1/2).

11) La recta 2x-3y+4=0 corta a la parabola y 2=4x en dos puntos. Cal-
cula: a) las ecuaciones de las tangentes y normales en dichos pun-
tos; b) los puntos donde se cortan las dos tangente s y las dos nor-
males; c) los angulos que forman las tangentes y la s normales, y d)
el area del cuadrilatero cuyos lados son las tangen tes y las norma-
les.



