DERIVADAS LECCION 10
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1.- Derivada de la funcién arco seno

Recuerda que la funcion seno restringida al interva lo [- =/2, =/2]
es inyectiva y que su reciproca es la funcion arco seno:
earc sen xzy < sen y=x
e Dom(arc sen)=[-1,1]
Recuerda también que sus gréaficas son simétricas re specto de la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes: !
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La funcion f(x)=arc sen x es derivable en el intervalo (-1,1), y su
1
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* % %
La funcién y=arc sen f es derivable en todos los puntos de su domi-
nio en los que f es derivable, siempre que f(x) €(-1,1), y su deriva-
! Si dibujas en una cuartilla cualquiera de esas dos gréficas y la miras al trasluz desde
la otra cara de la cuartilla, tomando como semieje positivo de abscisas el semieje posi-
tivo de ordenadas de la que has dibujado, veras la gréafica de su reciproca. De esta mane-
ra podemos reducirnos a dibujar sélo una de las dos gréficas.
2x 0e(-1,2).
3Six oe(-1,1): arc Sen Xop=Yo < Sen Yo=Xo.
4 Hacemos el cambio de variable x=sen y. Observa que la funcion seno restringida al inter -
valo [- 7/2, w/2] es inyectiva, y que el limite de su reciproca e Nnx oesy o (porserlafun-
cion arco seno continua en x 0): lim y:Ii@X arc sen x=arc Sen Xo=Yyo. Por tanto, se cumplen las
condiciones que se requieren para hallar este’ iimit ~° e mediante dicho cambio de variable
gver leccion L-8).
El limite del denominador es la derivada de la fun cibn seno eny 0-

5 Comoy oe(- n/2, w/2),cos  yo>0.



1

da es la funcion y'= W'f:
1 1
y'=(arc senf) =arc sen'(f)-f = —=f
1-f 2
Por ejemplo, calculemos la derivada de la funcién y =arc sen(1/x).
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2.- Derivada de la funciéon arco coseno

Recuerda que la funcion coseno restringida al inter valo [0, n] es
inyectiva y que su reciproca es la funcién arco cos eno:
earC COS X=y <> CO0S Yy=X
e Dom(arc cos)=[-1,1]
Recuerda también que sus gréaficas son simétricas re specto de la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes: >

Graf(arc  cos)

* * %
La funcion f(x)=arc cos x es derivable en el intervalo (-1,1), y su
derivada es f'(x)= 1
- AJ1-x 2

y=arc cos X = cos y=x =sen[( m/2)-y]=x = ( n/2)-y=arc sen x =

= y= 7w/2-arc  sen x = y'=0-(arc sen x)'= 1
= mi2- =0 - JIx?

Y Ya que, en los puntos indicados, se cumplen las co ndiciones de la regla de la cadena.

2 Comoarc sen'(x)=1/ -X 2, entonces arc sen'(f)=1/ -f o2,

3 Aplicamos directamente la férmula obtenida. En est e caso, f(x)=1/x.

* Multiplicamos y dividimos por X 2,

® La gréfica de la funcién coseno restringida al int ervalo [0, 7] puedes verla como se in-

dica en la nota 1 de la pagina anterior.
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* % %

La funcién y=arc cos f es derivable en todos los puntos de su domi-
nio en los que f es derivable, siempre que f(x) €(-1,1), y su deriva-
" -1 .
daesy'= N f'
-1
y'=(arc cos f)' Z arc cos'(f)-f' 2 W'f'
Por ejemplo, calculemos la derivada de la funcién y =arc cos +/X:
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3.- Derivada de la funcién arco cosecante

La funcidn cosecante restringida a |[- n/2,0) U(0, /2] es inyectiva,
y su reciproca es la funcién arco cosecante:
e arC COSeC X=y <> Cc0Ssec Yy=X
e Dom(arc cosec)=(- o0,-1] U[1l,+ )
Recuerda también que sus gréaficas son simétricas re specto de la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes:
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* * %
La funcion f(x)=arc cosec x es derivable en la unién de intervalos
. . , -1
abiertos (- ©,-1) U(1,+ =),y suderivada es f'(x)= W:
4 1
y=arc cosec X — coseC Yy=X = sen y == =
sen y=: —ymarc sen= Sy= — -
y X y X y |X| X2-1
Y Ya que, en los puntos indicados, se cumplen las co ndiciones de la regla de la cadena.
2 Como arc cos'(x)=-1/ -X 2, entonces arc cos'(f)=-1/ -f o2,
3 Aplicamos directamente la férmula obtenida. En est e caso, f(x)= W
4 Observa que sen  y#0, yaquey e(- ©/2,0) U0, w/2).
® Esta derivada la hemos calculado en el primer apar tado de esta leccion.
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* % %

La funcién y=arc cosec f es derivable en todos los puntos de su do-
minio en los que f es derivable, siempre que f(x) e(- ©,-1) U(l,+ »),y
su derivada es y'= —
y TN
1 1 l 1 1 2 -1 ]
y'=(arc cosec f)' = arc cosec'(f)-f :m-f
* * %
Como ya hemos hecho mas de una vez, antes de deriva r una funcion
conviene en ocasiones modificarla.
Por ejemplo, calculemos la derivada de y=sen arc cosec X:
3 41 -1
y=sen arc cosec x =senf =3 =y'= S7
La derivada de la funcion sin modificarla previamen te no nos evita

estas transformaciones:

y=Sen arc cosec X —>y'=cos arc cosec x-( arc cosec Xx)'=

-1
=COS arc CoseC X- ———————=...
[x]- ~/x2-1

Como se ve, queda aun la tarea de transformar cos arc cosec X (y
simplificar).
4.- Derivada de las demas funciones trigopnométricas reciprocas

Las definiciones de las funciones arco tangente, ar CO cotangente y
arco secante son similares a las anteriores. Sus gr aficas las puedes
obtener con cualquier programa de representacion de funciones que
tengas en tu ordenador. ®> Por dltimo, la demostracion de la derivada
de la funcién arco tangente es idéntica a la de la funcion arco se-
no; la de la funcién arco cotangente se basa en la de la arco tan-
gente, ° basta con probar la siguiente propiedad: ctg y=tg( m/2-y);y
la de la funcion arco secante se hace igual que la de la funcién ar-
CO cosecante, aunque también se puede demostrar a p artir de la deri-
vada de esta Ultima si primero pruebas que sec y=cosec( m/2-y).
Y Ya que, en los puntos indicados, se cumplen las co ndiciones de la regla de la cadena.
2 Como arc cosec'(x)=-1/(|x|- ¥ 2-1), entonces arc cosec'(f)=-1/(|f|- 1 2-1).
3 Hacemos el cambio: arc cosec x=f.
4arc cosec x=f = cosec f=x = 1l/sen f=x = sen f=1/x.
® Puedes utilizar también el programa online fooplot . Salvo para la grafica de la funcion
arco cotangente, pues ha definido esta funcién como la reciproca de la funciéon cotangente
restringida a la union de intervalos (- ©/2,0) (0, w/2), mientras que nosotros la restrin-
9imos al intervalo (0O, m). Tampoco es de fiar en las funciones irracionales

Igual que la de la arco coseno se basaba en la de la arco seno.
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5.- Problemas

1) Calcula la derivada de las funciones arc tg x,arc ctg xyarc sec Xx.
2) Halla la derivada de las funciones arc tg f,arc ctg fyarc secf.
3) Deriva las siguientes funciones:
arc sen X

ay= ——~ b) y=sen arc tg x €) y=+/1+arc sen x

d) y=sen arc cos x e y= arc tg x ) y=tg arc sen x

) y=cos arc tg x h) y=arc ctg In x ) y= are_cos x

g) y= g y= g y= JIx 2

tg X

) Y= arc tg x k) y=In arc tg x l) y=cosec arc ctg x

4) Deriva las siguientes funciones:

= 3 b) y= t Lrx
a) y=arc cos x ) y=arc tg - X
X
C) y=arc sen \/ﬁ d) y=In(tg x+sec Xx)
2-1
e) y=arc tg ~/x2-1 f) y=arc cos iz )
B X __arc tg X B o 2
g) y=In NN h) y=(arc cos eX)
. - . 1
I) y=arc sen ex |) y=arc sec Jix2
+
k) y=arc ctg i—)z( [) y=arc ctg(x 2-3)
\/1+x2
m) y=arc cos(e *+5%) n) y=arc cosec —
+
n) y=arc tg i-sse% 0) y=arc tg(e *+6x2-In x)
1-x 2 1
p) y=arc cos 72 g) y=x-arc tg x- 5:In(l+x ?)
2-1
r) y=arc sen/x S) y=arc sen XT
tg x o-1g %+4
) y=+/2-arc tg N -X u) y= zarc tg — 3 —
5) Deriva las siguientes funciones:
a) y=(sen x) arc g x b) y=(arc tg x) * c) y=(arc cos x) ¥x?
d) y:e arc tg x e) y:(|n X) arc sec x f) y=(arc tg X) arc sen x
6) Hallay'siarc tg(x+y)=x.
7) Calcula la tangente a la curva arc tg(y/x)=In \[X2+y2 en el punto
P(1,0).
8) Halla el orden de contacto de las funciones y=sen X e y=arc sen X

en el origen de coordenadas.
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