DERIVADAS LECCION 7

indice: Derivada del logaritmo neperiano. Derivada del logaritmo de
base a. El método de derivacién logaritmica. Proble mas.

1.- Derivada del logaritmo neperiano

La funcion f(x)=In x es derivable en su dominio, y su derivada es
la funcion f'(x)=1/x:
o f(x+h)-f(x) _In(x+h)-In X 1
f'(x)=lim A =lim R =
h—0 h—0
n XN In (1+ D)
lim " x =lim 22 lim M—Il’m 1.1
" h>0 h “hoo h T ho0 h Tho XX
* % %
La funcion y=In f es derivable en todos los puntos de su dominio en
. . , 1,
los que f sea derivable, y su derivada es y'= i
3 41
y=[In( ' = In()-F =
* % %
En particular, y=In|f| es derivable en todos los pu ntos de su do-
minio en los que f sea derivable, y su derivada es también °y'= i
o1 o e 1M 1
L TR A A
* % %
. . ., X-2
Por ejemplo, derivemos la funciéon y=In X7
- X-2 7 IN(-2)-In(x+2 1 1  x+2x+2 4
y=In 557 = In(x-2)-In(x+2) =Y= X2 T X2 Tx2(x+2) x4
En este tipo de problemas, como se indica en la not a 7, pueden
aplicarse tranquilamente las propiedades de los log aritmos antes de
derivar, ya que la derivada asi obtenida es la mism a gue si se pro-
cediese con todo rigor. En efecto:
! Por las propiedades de los logaritmos.
2 Ya que In(1+f)~ f si f es un infinitésimo.
3 Ya que, en los puntos indicados, se cumplen las co ndiciones de la regla de la cadena.
4 Como In'(x)=1/x, entonces In'(f)=1/.
® Observa que la funcién y 1=In f es una restriccion de la funcion y 2=In|f|, ya que esta ul-
tima esté definida también alli donde f es negativa . Por tanto, salvo que f sea una fun-
cion no negativa (en cuyo caso y 1=Y2), Y 1' €sunarestriccion dey 2
5 ya que |f|'=(|f|/f)-f' (ver la leccion anterior).
Observa que este paso restringe la funcién, pues p asa de estar definida en el conjunto
(- ®©,-2) U(2,+ ) a estarlo sélo en (2,+ ). No obstante, como se justifica mas adelante en
el texto, la formula de la derivada asi obtenida es véalida también en (- 0,-2).
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_ X'2 i X-2 _ |X-2| — 2 1 1 1 —_
y=In X7 - In Xt7 |~ In x+2] =In|x-2]-In|x+2| =>Y= X35 X2

Asi que, por comodidad, evitaremos la introduccion de los valores
absolutos.

Por supuesto que también se podria haber calculado la derivada de
esta funcion directamente:

. X-2 . 1 X-2\ _ X+2 X+2-X+2  X+2 4 4
Y= %32 =YY= x2 x+2) TXx2 T(x+¥2) 2 ~x2 (x+2) 2 x%4
X+

2.- Derivada del logaritmo de base a

La funcion  *y=log .x es derivable en su dominio, y su derivada es la

. 1 _
funcion y'= 109 ae!
4 log ox _ sl
In x = og .6 = log x=In X:log . = (log ax)' =3-log ae
* % %
La funcion y=log af es derivable en todos los puntos de su dominio
, . . 1 ,
en los que f sea derivable, y su derivada es y'= f-log a.e-f:
| - 1 E 1 1 1 1 {
y=llog (HI' =log &'(F)f =flog aef
* % %

Si la base del logaritmo es una funcién de x, antes de derivarlo
es necesario transformarlo en un cociente de logari tmos neperianos
(lo mismo se puede hacer, si se desea, en los probl emas con logarit-
mos de base constante distinta del numero e).

Por ejemplo:

~ _In(x+3) _ [In(x+3)]"In x-In(x+3)-[In x]'
y_log X(X+3)_ In X - In 2x
1 1 In x In(x+3)
—— - +3). = -

Cxazcn xn(#3)- 5 Sam X xIn x-(x+3)-In(x+3)

- In 2x - In 2x - X(x+3)In  2x
! Observa que este paso extiende la funcién al conju nto R-{ +2}. Ahora bien, la igualdad
es cierta si mantenemos el dominio de la funcién en (- ©,-2) U(2,+ o).
2 Al derivar la funcién obtenemos el mismo resultado que antes, pero referido ahora al
dominio integro de la funcién y no sélo al interval 0(2,+ oo).
% Las bases de los logaritmos son siempre nlimeros po sitivos distintos de 1: O<a #1.
* Por la férmula del cambio de base del logaritmo.
® Ya que se trata de la derivada del producto de un namero por una funcion.
% Ya que, en los puntos indicados, se cumplen las co ndiciones de la regla de la cadena.
"Como log 4'(X)=(1/x)-log a€, entonces log a'(f)=(1/f)-log a€.

-2-



3.- El método de derivacién logaritmica

Este método se puede utilizar para derivar producto S, cocientes y
potencias. Consiste en aplicar logaritmos neperiano s a los dos miem-
bros de la ecuacion !y derivar implicitamente a continuacion.

Un ejemplo aclarara lo que queremos decir. Derivemo S por este mé-
todolafuncieny= e
0do la tuncion y= X+1 -

2 x-1 3 4
Y =331 = In y=In(x-1)-In(x+1) —

y' 1 1  x+1-x+1 2 5
=y TxT X+ T (x-D(x+1) T (x-1)(x+1) -
. 2 x-1 2
=YT DD x+L T (x+1) 2
* % %

Como se indica en la nota 3, este paso es una simpl ificacion que
se acepta en la practica por comodidad y cuya justi ficacion © es la
siguiente:

ox1 o7 |x-1] %1 8
y=x+1 = W= |3+ 1|= [x+1]
oy 1 1
= In |y|=In|x-1|-In|x+1| =V TXT T x#L
* % %
. . . x2-1
Por ejemplo, derivemos la funcion y=x- X2 -
x2-1 1 1
y=X- X2 = Iny=In x+35-In(x-1)+ 5-In(x+1)-In X =
! Con lo que se consigue transformar los productos e n sumas, los cocientes en restas y
las potencias en productos.
2 Observa que el dominio de esta funcién es R-{-1}.
3 Al aplicar logaritmos neperianos a los dos miembro s de la ecuacion (utilizando sus pro-
piedades en el segundo para convertir el cociente e n una resta), la funcién pasa a estar
definida implicitamente, pero sélo en el intervalo (1,+ ). No obstante, como se muestra a
continuacién en el texto, la formula de la derivada asi obtenida es valida en R-{ +1}.
Queda para mas adelante la justificacion de que tam bién es cierta para x=1 (ver D-13).
* Aplicamos ahora el método de derivacién implicita, operando y simplificando el resulta-
do del segundo miembro después de derivar.
° Despejamos y' y simplificamos.
® Parecida es la justificacién en todos los casos en los que los argumentos de los loga-
ritmos que aparecen en el calculo pueden ser tambié N negativos.
" Tomamos valores absolutos en los dos miembros de | a ecuacion, con lo que la funcion pa-
sa a estar definida implicitamente en todo su domin io.
8 Al aplicar logaritmos neperianos a los dos miembro s de la ecuacion (utilizando sus pro-
piedades en el segundo para convertir el cociente e n una resta), la funcion aparece
definida implicitamente de otro modo, pero ahora s6 loen R-{ #1}.
® Al derivar implicitamente la ecuacién, obtenemos e | mismo resultado que antes, pero
ahora en el conjunto R-{ +1} y no sélo en el intervalo (1,+ ). Observa que en este paso,
asi como en el sefialado en la nota 4, se requiere a plicar la regla de la cadena, cuyas

condiciones se cumplen en ambos casos.

-3- D-7



1 1 1 @ x+1+x-1 X
X1 T2 Xx+1 T 2(x-1)(x+1) ~xz1 7

. X x2-1 1 [x4(x 2-1) X2
= Y= 1 X x2 ~ \/XZ(x 2-1) 27 \/x%1

y _1
= y =7

4.- Problemas

1) Dada la siguiente funcion: a) encuentra los valore sdeayb para
gue sea derivable en x=1; b) calcula los puntos de su gréfica en los
gue la tangente es paralela al eje OX, y c) halla f "(X):

fx)= In x-1 si x>1
()= 2X24+ax+b six <1

2) Deriva las siguientes funciones:

_In X X2 B 5
a) y= B) V= 17 x c) y=4/1+x2-(In  x+1)
d) y=In(x-e %) e) y=In xaIn alog .x f y= %+2In X- me
3+

g) y=6ln 2x-5In x+ﬁ h) y= % ) y=in 2x2

3) Deriva las siguientes funciones:
1 X2-2x+1
a) y= 3In Sz 57 b) y=In  (x- [x2+1) €) y=In(x 2+5x+3)
3X+2
d) y=In =7 e) y=[In(x 2+1)] 45 f) y=In(x 2+5)3
5

g) y=log s(x 3+2x-1) h y=n o ) y= N@x 2+6x-1)

. 1_\&

) y=In[x  3+(x 2-1) 4] K) y=/In x+1+In( [x+1) 1) y=In Tx

JXZHIX .
= _ = N = - 3
m) y=In Nre n) y=In /1+x2 n) y=In In(3-2x 3)
1-x X(1-x

0) y=in [T ) y=log 5(1+2x) Q) y=in Ts3

) y=In me 8) y=In(x+in X ) y=log o (X 2-4)
4) Halla la tangente y la normal en x=1 a la grafica de la funcion
y=In(x 2-5x+5).
5) Calcula la tangente a la curva In y+x/y=e en el punto P(e,1).
6) Halla la parabola y=ax 2+px+c que pasa por (1,0) y tiene en dicho
punto un contacto de orden maximo con la funcion y= In x.
7) Halla el dominio de derivabilidad de la funcion y= (1+ A/X)-In(1+x).
! Como el dominio de la funcién que estamos derivand oes (- ,-1] J[1,+ ), (X-1)(x+1)>0.
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