CUrRs02000-2001. ExXAMENFINAL
Septiembre de 2001.

1) (1,5p) Calcula:

i \/x-l-l
X2 \[x+2-2

2) (1p) Averigua el valor del parametro k para que la funcion sea
continua en todo su dominio:

sen(2x) .
f(x)= {In(1+X) si-l<x 70

k si x=0
3) (1,5p) Deriva y simplifica la funcion:

- 1+sen x

y=1n \/T-sen x
4) (1,5p) Halla la simétrica de la recta r =x=y=z respecto del pla-
no m=x-2y+z-6=0.

5) (1,5p) Calcula la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el
plano T
X=-2+ A
r=1y=2-3 A 7 = 3X-2y+z-5=0
Z=5+A

7) (1p) Determina el punto de la recta x+2y+5=0 cuya distancia al
punto P(3,1) es minima.

8) (1p) Discute el sistema:

X-3z=-3
2x+ky-3z=-2 }
x+kz=1
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Ejercicio 1: Calcula:
Ax-1-1

I)'(TZ W (1,5 PunTO$
* % *
Solucion:
i \fx-1-1 e (x-1-1)(  x+2+2) B
X x#22 2 (x+2-4)( x1tl)
i (x-2)( [x+2+2) i \X+2+2 242 4 5
X x2)( Ax1+l) Xl fxdrl 127
1 Multiplicamos numerador y denominador por las expr esiones conjugadas de numerador y deno-
minador.
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Ejercicio 2: Averigua el valor del pardmetro k para que la func ion
sea continua en todo su dominio:

sen(2x) .
.oy — Si-l<x  #0
f(x)= In(1+x) (1 PuNTQ
k si x=0
* % *
Solucion:
Para que la funcién sea continua en su dominio, deb e serlo en x=0:
e f(0)= k
. _osen2X) 1., 2X _ . _
ol)r(rlo f(x) —I)l(rD0 nd+x) - I)r(rl0 X —I)l(rg 2=2
X<
Por tanto, k=2.
lva que sen f ~fy In(1+)~ f si f es un infinitésimo. También puede hacerse po r L'Hopital,
en cuyo caso, para obtener la indeterminacion 0/0, tenemos que aplicar la regla del limite

de la composicion.

-3-
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- l+sen X
y=n 1l-sen x

* % *

Ejercicio 3: Deriva y simplifica la funcion:
Solucion:
- l+sen X 1 il l+sen X » 1
y=In \/T-sen x = 2" Tsen x ~

. 1 (cosx -cos X
= Y= 2" |1+sen x " 1-sen x

_1 cos x:(1-sen
=5

1 cos x:(1-sen

=5

EXAMENFINAL

(1,5 PunTO3

5-[In(l+sen  x)-In(l-sen x| =

X)+cos X:(1+sen x)
(1+sen x)-(1-sen  Xx) -

X+l+sen x) 1 2cos x _ 1

1-sen 2x

1 por las propiedades de los logaritmos. También pue
2 por las propiedades de los logaritmos.

=2 cos2x —cos x _S€C X

de calcularse la derivada directamente.
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Ejercicio 4: Halla la simétrica de la recta r =X=y=z respecto del
plano 7 =x-2y+z-6=0. (1,5 PunTO3
* % *
Solucién:
Calculamos una determinacion lineal de la recta r:
P(0,0,0)
X=y=Z —
=2 = li=a,1,1)
Calculamos las ecuaciones paramétricas del plano T
X=6+2 a-
X-2y+z-6=0 = x=6+2y-z = (y=a
z=p
La recta y el plano son paralelos, ya que el produc to escalar del
vector direccional de la recta y el vector caracter istico del plano,
v(1,-2,1), es cero: u “.v'=(1,1,1)-(1,-2,1)=1-2+1=0.
Sea Q la proyecciéon de P sobre el plano 7, X SuU simétricoy s la
recta simétrica de r respecto de T

oC
T |
X
-&———s
Como Qen, Q(6+2 a- B, o, B). Ahora bien, como los vectores v “(1,-2,1) y
[P6]=(6+2 o- B, a, B) son colineales: 1
6+2a-B_ o B 6+2a- B=p  [20-2 p=-6 2 [30=-6 B
1 ~2°71 7 {oc=-2 B la+2p=0 at2p=0 — 27

= 242 B=0 =2 B=2 = p=1 = Q(1,-2,1)  =>X(2,-4,2)

Por tanto, la ecuacién continua de la recta simétri caes:

X2 _y+4 _z-2
S=T1 771 TT1

1g punto Q puede calcularse también como la inters eccion del plano n y la recta PQ (que
pasa por P y tiene por vector direccional el vector caracteristico del plano). O también
teniendo en cuenta que el vector [PQ "] es la proyeccion de [PR “’]sobrev , donde R es un punto
cualquiera del plano T, por ejemplo R(6,0,0).

2Ala primera ecuacion le sumamos la segunda.

3vYa gue Q es el punto medio del segmento PX.
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Ejercicio 5: Calcula la proyeccion ortogonal de la recta r sobr e el
plano =
X=-2+ 1
r =qy=2-3 1 T =3X-2y+z-5=0 (1,5 PunTO$
z=5+ 1
* % *
Solucién:
La recta r pasa por el punto P(-2,2,5) y tiene a u ~(1,-3,1) como
vector direccional.
Sea R el punto de corte de la recta r y el plano n.1 Sean Q y s,
respectivamente, las proyecciones de P y r sobre di cho plano.
Calculamos primero el punto R: 2 .
P(-225
3(-2+ A)-2(2-3 A)+5+ A-5=0 = ! ( )
|
|
= -6+3 A-4+6 A+5+1-5=0 = vT 0 i
=10 A=10 = A=1 = R(-1,-1,6) P‘—s
© . R C
El vector caracteristico del plano T €es
perpendicular a la recta s. También lo es el produc to vectorial u CAV
i K

WEUAV =1 -3 1|=-i +2] +7K

3 2 1
Por tanto, un vector direccional de la recta s es: 3
- - r r E .o . > .o — —
vaw=| 3 -2 1|=-16i -22j +4k=-2(8i +11j -2k)
-1 2 7
Como la recta s pasa por el punto R(-1,-1,6), su ec uacion continua
es la siguiente:
xt1l y+1l z-6
8 ~ 11 © -2
* * %
También puede calcularse la recta s como intersecci on del plano o
y el perpendicular a él que contiene la recta r. Es te queda deter-
minado por el punto Py los vectores u “@1,-30)yv o (3,-2,1).
1E producto escalar del vector direccional de la r ecta y el vector caracteristico del
plano, v ~(3,-2,1), es distinto de cero. Por tanto, son secan tes.
2 comoR er, R(-2+ 2,2-3 A,5+ 1); y como pertenece también al plano 7, satisface su ecuacion.
3 Este vector también puede calcularse hallando el p unto Q como interseccion del plano i
con la recta PQ (determinada por el punto P y el ve ctor caracteristico de dicho plano). O
teniendo en cuenta que el [PQ "] es colineal con v ~ o que [PQ ] es la proyeccion de [PR ] sobre

V.
-6-
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Ejercicio 6: Calcula:

4
fz In x-dx (1 PunT9
* % *
Solucion:
n xdx=[xIn  x-x %=@mn 4-4-@h 2-2)=°
2 2
=8In 2-4-2In 2+2=6:In 2-2
* * %
fln x-dx =3 xIn  x- fl-dx =%xIn x-x+C
S| D |l
+(In x|1
- | /x| X
Comprobacion:
. 1
[X:n x-x'= In x+x-L=1=In Xx+1-1=In x
lia correspondiente integral indefinida la hacemos aparte.
2 por las propiedades de los logaritmos.
3 Esta integral se hace por partes. La integral efec tuada en la columna | es inmediata de

tipo potencial.
4 Esta integral es inmediata de tipo potencial.



CUrRs02000-2001. ExXAMENFINAL

Ejercicio 7: Determina el punto de la recta x+2y+5=0 cuya dista ncia
al punto P(3,1) es minima. (1P UNTQ
* % *

Solucion:

Sea X un punto cualquiera de la recta dada:

P(3,1)

X(x,y)

La distancia del punto P al punto X tiene que ser m inima:

d=d(P.X) =(x-3) 2+(y-1) 2

Tenemos que expresar la distancia en funcién de una sola variable.
Ahora bien, como X pertenece a la recta dada, satis face su ecuacion.
Por tanto:

X+2y+5=0 = x=-5-2y = d= 4[(-5-2y-3) 2+(y-1) 2=4+/(-8-2y) 2+(y-1) 2
Como d>0, podemos sustituir esta funcion por su cua drado:
C=(-8-2y) 2+(y-1) 2=64+32y+4y 2+y2-2y+1=by 2+30y+65

Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:

C'= 10y+30 =0 = 10y=-30 = y=-3

Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 1 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda en y=-3:

C"'=10 = C"(-3)=10>0 = d es minima en y=-3
Por ultimo:

y=-3 = x=-5+6=1 = X(1,-3)

1 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
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EXAMENFINAL
Ejercicio 8: Discute el sistema:
X-3z=-3
2x+ky-3z=-2 } (1 PunTQ
x+kz=1
* * *
Solucion:

Aplicamos el método de Gauss:

1 0 -31-3 1 0 -3
[2 k -3 -2}l£o kK 3
1 0 k|1 0 0 k+3

'3;1 , (k=0 k=0
4 — 1k+3=0 — |k=-3

Estudiamos los distintos casos:

1°9) Sik=-3, el sistema es incompatible: 3
1 0 -3]-3
0 -3 3| 4
O 0 0] 4
29 Si k=0, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de un parametro: 4
1 0 -3]|-3 1 0 -3|-3 _ _ x=1
GOV B Y b - e -
0 0 3| 4 0O 0 0| O z=4/3

39 En los demas casos el sistema es compatible determ

inado:
X-3z=-3
= _ 4 _ _ 12 4k-12-12 4
(kl?g)?éz:f} ] B A i = R o= Bl el e e
. . 12 -3k9+12 _ -3k+3 301K
= X=3+32 =3+ 03 =T (3 - k+3 KT T k3

1 2af2.19f, 33f.13f,

Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem

Ya que la Gltima ecuacion es incompatible.

Ya que el numero de incognitas menos el nimero de ecuaciones fundamentales es 1.
5 38f.08f

cular los valores del parametro que
os que despejar luego (caso 3°).



