Curs02001-2002. ExXAMENFINAL
Septiembre de 2002.

1) (1p) Calcula:

lim_ (A/x2+3x- x2-2)

2) (1p) Halla a 'y b para que sea continua la funcién:

5x-3 sil <x<2

ax2+bx+1 six<1
f(x)=
x+a+2b Six >2

3) (1p) Deriva y simplifica la funcion:

f(x)= /x3ex

4) (1,5p) Halla el area limitada por las graficas de las funciones
y=2-x e y=x 2, para x>0.

5) (1p) Calcula los valores del pardmetro a para que el sistema
siguiente sea de Cramer:

2x-y+az=2

x+ay+z=1 }
X+y+az=3

6) (2p) Dadas las matrices Ay B:
a) Halla x para que A tenga inversa.

b) Six=2, halla'Y, matriz cuadrada de orden 3, que e s la solu-
cion de la ecuacion A-Y+B=Y.
X-2 0o 2 1 0 -1
A=| O X-2 0 B =12 0 O
0 0 X 31 0
7) (1,5p) Estudia, segun los valores de m, la posici6 n relativa de

los planos: mx-y-z=m, x-my+mz=-m, x+y+z=1.

8) (1p) Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por el
punto A(1,1,1) y es paralela a los planos:

X=2+A- 1
n=3x+2y-z-1=0 T =9y=1- A+pu
z=2+A+2u



Curs02001-2002. ExXAMENFINAL
Ejercicio 1: Calcula:

1 243x- 2.,
lim, (\/x2+3x- /x2-2x) (1 PuNTQ
* % *
Solucion:
X2+3X-X 242X
lim X2+3%- \[X2-2x) = * Iim =
X+ oo(\/ ! )= X+ [X 243X+ \/x2 2X
. S5X
= lim = lim
X—+o0 3 X—+o0
x-( 1+x+\/1' A [ 1+ X «/
S
~I70 +~J1-0 1+1 2
1 Multiplicamos y dividimos por la expresion conjuga da.
2 Simplificamos el numerador y sacamos x factor comu n en el denominador.
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Ejercicio 2: Halla a y b para que sea continua la funcion:
ax2+bx+1 six<l
f(X): 5x-3 sil <X<2 (1 PunTQ
x+at2b six >2
* % *
Solucién:
Para que la funcion sea continua en su dominio, deb e serlo en x=1
y X=2.

Silo es en x=1, entonces a+b+1=2:
ef(l)= 5-3 =2

olim f(x) =lim (ax 2+bx+1)= a+b+1
X, X,
X< X<

0|I)I;n_) f(x) =I)|(rl1)11 (5%x-3)= 5-3 =2

X> X>
Silo es en x=2, entonces 2+a+2b=7:
e f(2)= 2+a+2b

0|I)I;n_) f(x) =I)|(rl1)£ (5x-3)= 10-3 =7

X< X<

olim f(x) =lim_(x+a+2b)= 2+a+2b
X—, X—,
X> X>

Por tanto:

lala segunda ecuacion le restamos la primera.
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Ejercicio 3: Deriva y simplifica la funcion:

f(x)= \/ x3eXx (1 PuNTQ
Solucion:
1 x2ex-(3+x)

1 1
! = —_— 3 ' m—_—, 2 3 - =
f'(x) NS (x 3eX) NS (3x 2ex+x3eX) NS

_x2ex-(3+x):  A[x3eX  (3+X)- x3eX , 3+x  [x3eX _(3+X)- +[xex
= > = :

- 2x3ex X 2 X2 = 2
Aunque el célculo realizado para obtener la derivad a carece de
sentido para x=0, el resultado final es aplicable t ambién para dicho
punto. En efecto, como la funcién f es continua en x=0: 3
F0) AF L(O)= lim Foo= lim Crd_NXer
© 2.0 lm feg= lim, =—5——=0
x> x>
(3+x)- +/xex
Por tanto, f'(x)= — 5y Dom(f)=Dom(f)=[0,+ ).
1 También puede hacerse por el método de derivacion logaritmica.

2 como Dom(f)=[0,+ ), x>0.
3 Es facil demostrarlo.
4 va gue Dom(f)=[0,+ ).
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Ejercicio 4: Halla el area limitada por las graficas de las fun cio-
nes y=2-x e y=x 2, para x>0. (1,5 PunTO$

* % *

Solucién:
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:

-1+ \’1+8 -1+3 =2
= 2-X =X? =X 2+x-2=0 = x= > == = &:1 L x=1

y=2-X
{y=x 2

2°) Averiguamos entre 0 y 1 qué funcién esté por encim ay qué fun-
cion esta por debajo:

39 Calculamos el érea:

X
N
x
w
|
(=Y
I
N
| =
| =
Nl
1
o
I
|_\
N
Q
N
I
(2] RN

1
A:fO(Z-x-x 2)-dx = 2 [Zx- 573

Representacion grafica:

y: X2

I
I
]
i '\y:2-x

lva que x>0.
2 como el calculo de una primitiva es trivial, lo ha cemos directamente.
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Ejercicio 5: Calcula los valores del parametro a para que el si stema
siguiente sea de Cramer:

x+ay+z=1
2x-y+az=2 (1 PunTQ
X+y+az=3
* % *
Solucién:
El sistema es de Cramer para todos los valores del parametro, ex-
cepto -3y 1:
1 al 2++[4+12 244 =
T + a=-3
2 -1 al-a+2+a 2+1-a-2a 2=-a2-2a+3=0 = a= ) =0 = {azl
1 1 a
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Ejercicio 6: Dadas las matrices A y B: a) halla x para que A tenga
inversa, b) si x=2, halla Y, matriz cuadrada de orden 3, que e S la
solucion de la ecuaciéon A-Y+B=Y.
X-2 0 2 1 0 -1
A=l 0 x2 0 B =2 0 O (2 PunTO3
0 0 X 31 0
* % *
Solucién:
a) A esinversible para todos los valores de x, excep toOy2:
X-2 0 2 =0
0 x2 0] x(x2) 2=0 = {Xzz
0 0 X

b) Evidentemente:

A-Y+B=Y = B=Y-A'Y = (I-A)-Y=B

1 0 O0h (O O 2 1 0 -2
-A ={0 1 0L |0 O 0|0 1 O
0O 0 1) \0O 0 2/ \0 0 -1

Ahora bien, si x=2:

Resolvemos por Gauss la ecuacion matricial (I-A)-Y= B:
1 0-2|1 0-1 1 0 0|5 -2 -1 1 0 0|5 -2 -1
[Ol020011£01OZOO}J[OlOZOO}_)
0 0-1|]13 1 O 0 0-1]3 1 O 0O 0 1|3 -1 O
5 -2 -1
-3 -1 0

Comprobacion:

0 0 2y (5 -2 -1 1 0 -1
A-Y+B= [0 0 O} [ 2 0 O}» [2 0 O}:
0 0 23 -1 0/ 31 O

6 -2 0 1 0 -1 5 -2 -1
:[O 0 O}» [2 0 O}:[Z 0 O}Y
6 -2 0) 31 0/ 3 -1 O

* % %

También puede hacerse calculando la inversa de I-A por el método
de Gauss o por determinantes y despejando Y:

(-A)-Y=B = Y=(I-A) -1.B

1 151-2.30f,
2 3af.(-1).
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Ejercicio 7: Estudia, segun los valores de m, la posicion relat iva
de los planos: mx-y-z=m, x-my+mz=-m, x+y+z=1. (15P uNTO3
* % *
Solucién:
Aplicamos el método de Gauss:
m -1 -1 1 1 1] 1 1 1 1 1
1 -m m-m/if/1 -m m-m|2/0 -m1 m1l]|-m1]2
1 1 1] 1 m -1 -1 0O -I-m -1-m 0
1 1 1 1 _ —
~£O -m-1 m-1 -m-1}_> {anmlz_oO N {m;ol
0 0 -2m | m+1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si m=-1, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un pardmetro. Por tanto, los planos se ¢ ortan en una rec-
ta (forman parte del haz de planos de arista la rec tar):
1 1 1)1 1 1 1)1 _ 1. x=1- o
[o 0 -2 0}4 [o 0 -2 o}% Pors™ = %Y =1 ={y=a
0O 0 2|0 0 0 0j0 z=
29 Si m=0, el sistema es incompatible. Ahora bien, co mo el rango
de la matriz de coeficientes es 2 y el de la matriz ampliada es 3,
dos de los planos se cortan en una recta y el terce ro es paralela a
ella:
1 1 111
0O -1 1|1
0O 0 0|1
3°) En los demas casos el sistema es compatible determ inado. Por

tanto, los planos se cortan en un punto.

11 301

2 pag.1af: 3af-m. 14f,
3 3af.0af

4 3af400f,
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Ejercicio 8: Calcula la ecuacién continua de la recta que pasa por
el punto A(1,1,1) y es paralela a los planos:

X=2+A- u
r=3X+2y-z-1=0 7 =y=1- A+u (1 PuNTO
z=2+ A+2u
* % *
Solucién:
Como a=(1,-1,1) y b '=(-1,1,2) son vectores paralelos al plano T,
un vector caracteristico de dicho plano es:
- > r r E LD A
u=anb=| 1 -1 1|=-3i -3j
-1 1 2
Por otro lado, v 7=(3,2,-1) es un vector caracteristico del plano TT.
Como la recta que andamos buscando es paralela a am bos planos, los
vectores caracteristicos de éstos son perpendicular es a dicha recta.
Por tanto, un vector direccional de ésta es el prod ucto vectorial de
dichos vectores:
> 5 o r r E oA > L o
WEUAV= |23 -3 0|=3i -3] +3k=3(i -] +K)
3 2 -1
Y como la recta pasa por el punto A(1,1,1), su ecua cion continua
es:
x-1 y-1 z-1
1 -1 "1
* % *
También puede obtenerse la recta como interseccion de los planos
paralelos a los dados que pasan por P. O calculando la interseccién
de los planos dados, ya que asi obtenemos una recta paralela a la
gue buscamos y, por tanto, un vector direccional de ésta.



