CURS02004-2005. ExXAMENFINAL
Septiembre de 2005. =

1) De la siguiente funcion f, se pide:
a) Dominio.
b) Derivada.
c) Continuidad y discontinuidades.

0= In 52

2) De la funcion del problema anterior, se pide.
a) Asintotas verticales.

b) Su comportamiento en + .
3) Halla el punto de la curva y=x 3-3x 2+6x-4 en el que la recta tan-
gente tiene pendiente minima. Calcula la ecuacién d e dicha recta
tangente.
4) Encuentra el area del recinto limitado por las gra ficas de las

funciones y=x  2-3x-10 e y=2x-4.

5) Discute segun sea el valor del parametro k y resue Ive, en su
caso, el sistema:

kx+y+z=1
X+ky+z=1
X+y+kz=1
X+y+z=k
6) Dadas las matrices Ay B, halla:
a) Y=3-A-A-2:l, donde A' e | son, respectivamente, | a tras-
puesta de Ay la matriz unidad de orden 2.
b) La matriz X tal que A-X= B.
3 1 (2 0
A=(s 2) B =6 1)
7) Resuelve la ecuacion:
1+x 1 1 1
1 1x 1 1],
1 1 1+ 1 [
1 1 1 1-x
8) Si A(1,1,1), B(-1,3,1), C(1,0,0) y D(0,2,0), halla el punto P
de la recta AB tal que el triangulo CPD sea rectang ulo con hipotenu-

sa PC.

1 Todos los ejercicios valen lo mismo.
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Ejercicio 1: De la siguiente funcién, se pide: a) dominio; b) deri-
vada; c) continuidad y discontinuidades.

+2
0= In S5

Solucién:
a) Dom(f)=(-2,0) u(0,+ o0):

{(x+2)/x 250 {x+2>0 {x>-2
= =

x2#0 x#0 x#0
b)
X+2
()= In Sz = In(x+2)-2-In X =
Flx)= 1 5 1 1 2 x2x4 _  x+4
=TX= 322 X2 T XTX(FD) T X(x+2)
c) La funcién es continua en su dominio, ya que es de rivable en
él. Ademas, en x=0 presenta una discontinuidad de s alto infinito:
, X+2 o 2
|Im0 f(x) :l)IH0 In ~Z " In len(+ ©) =+
1 Aplicamos las propiedades de los logaritmos (ya se ha justificado este modo de proceder
en Derivadas , en este mismo blog ). También puede hallarse la derivada directamente.

2 Aplicamos la regla del limite de la composicion.

-2-



CURS02004-2005. ExXAMENFINAL

Ejercicio 2: De la funcion del problema anterior, se pide: a) asin-
totas verticales; b) su comportamiento en + 0.

* % *
Solucion:

a) Las rectas x=-2 y x=0 son asintotas verticales de la funcion
(esta ultima por el célculo hecho en el apartado ¢ del problema an-
terior):

. . X+2 o+

lim_f(x) =lim_In 57 =In Z=In 0*=-o
X—>- X2 X

X>= X>-

b) La funcién tiene en + o una rama parabdlica en la direccion del

eje OX:
2 2
+— J—
=l 100 = fim In <22 jim n - (1 X)—r n— X1
* K= IXrE+oo (x) _le-oo n X2 _le-oo n X2 _le-oo n X -
1+
=ln —=In 0*=-
+
| X+2 X2 (x+2)'
L (00 NXE 2K (X2 x2(x2)-2x
° m_xlﬁ+oo X - le-oo X - xlm-oo 1 - xlm-oo X+2° x4 -
] 1  Xx2-2x 2-4x . X2%24X 3, 0x2_ -1 -1
= lim 5 =lim <3 | -3 =lim —=—=
X >+ \X+2 X X >t X3+2X X+ X Xoto X 400
1 Aplicamos la regla del limite de la composicion.
2 Como sale la indeterminacion o/ 0, aplicamos L'Hépital. Para obtener dicha indetermi
cion hemos aplicado la regla del limite de la compo sicion al numerador.
3va guea otajx+a x2+..+axn~a,xnen+ oyen- o, También puede hacerse sacando factor comin en
numerador y denominador la respectiva maxima potenc ia de x, simplificando a continuacion. O

por L'Hopital.
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Ejercicio 3: Halla el punto de la curva y=x
recta tangente tiene pendiente minima. Calcula la e
recta tangente.

* k% *

Solucién:
a) Como la pendiente de la recta tangente coincide co
da, ésta debe ser minima:

m=y'=3Xx 2-6x+6

Como la condicién necesaria de extremo relativo es
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo

m'=6x-6 =0 = 6x=6 x=1

Para aplicar el criterio de la derivada segunda,
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda

EXAMENFINAL
3-3x 2+6x-4 en el que la
cuacion de dicha

n la deriva-

gue la derivada
s la ecuacion:

1 derivamos de
en x=1:

m"=6 = m"(1)=6>0 = m es minima en x=1

Por ultimo:

x=1 = y=1-3+6-4=0 = P(1,0)

b) Como, evidentemente, la pendiente de la recta tang ente en el

punto P(1,0) es m=3-6+6=3, su ecuacion explicita es

y-0=3(x-1) = y=3x-3

1 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
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Ejercicio 4: Encuentra el area del recinto limitado por las gra ficas
de las funciones y=x 2-3x-10 e y=2x-4.
* % *
Solucién:
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
=y 2. -
{;:)Z(XJB,X 10 =X 2-3x-10 =2x-4 = x 2-5x-6=0 =
5++[25+24 5%7 x=-1
= X= 2 T2 7 {x=6
2° Averiguamos entre -1 y 6 qué funcion estd por enci ma y qué
funcién esta por debajo:
X ‘ Y1 ‘y 2
0|-10 |-4

39 Calculamos el érea:

6 6 2 w376
A=I(2x-4-x 2+3x+10)-dx :I(6+5x_x 2).dx = 1 [6x+5- X? %}1

5 17 _360-17 _ 343

1 5 1
=(36+90 -72) - (—6+ §+§)—54+6- 5-3= 60- 6 = 6 =75
Representacion grafica:

y=2x-4
S T /)
Nle/ i
-5 : 6

I
y=x2- 3x- 10
1 como el célculo de una primitiva es trivial, lo ha cemos directamente.
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Ejercicio 5: Discute segun sea el valor del parametro k y resue Ive,
en su caso, el sistema:

kx+y+z=1
X+ky+z=1
X+y+kz=1
X+y+z=k
* % *
Solucién:
Aplicamos el método de Gauss:
1 1)1 1 1 1|k 1 1 1 k
1 k 1|11 |1 k 11| 21]0 k1 O | 1k | 3
1 1 k|1|7 |1 1 k|1| |0 O k1| 1-k [
1 1 1|k k 1 1|1 0 1k 1-k | 1-k 2
1 1 1 k 1 1 1 k
0 k-1 0 1-k 4 |0 k-1 0 1-k 5
10 0 k1| 1k [T [0 0 k1 1-k -
0 0 1-k |2-k-k 2 0 0 0 |3-2k-k 2
k-1=0 k=1
N {k-lzo = -2+ \[4+12 244 k=-3
k2+2k-3=0 = 2 - 2 = {kzl
Estudiamos los distintos casos:
1°9) Si k=-3, el sistema es compatible determinado:
11 13 X+y+z=-3 X=-3-y-Z x=-1
0 4 0| 4 _ _ _
0 0-4]| 4|4 = Y=l = ol
o o ol o -4z7=4 z=-1 z=-1
29 Si k=1, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de dos parametros:
1 1 1|1 x=1- a- P
0O 0 0]0 B _ _
0 0 olol| 2xtytz=l =x=1l-y-z = Jy=a
0O 0 0]0 z=
3° En los demas casos el sistema es incompatible.
115 a0,
2 paf.13f; 33f-12f; 49f-k- 12,
3 42f429f,
4 426437, Los pasos 3y 4 se pueden hacer a la vez.
5Si3-2k-k 20, el sistema es incompatible (caso 3°). Estudiamos primero los demas casos.
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Ejercicio 6: Dadas las matrices A y B, halla: a) Y=3-A-A'-2:l, donde
A' e | son, respectivamente, la traspuesta de A y | a matriz unidad
de orden 2; b) la matriz X tal que A-X= B.
(3 1 (2 0
A=(s 2) 5 =(o 1)
Solucién:
a) Calculamos la matriz Y:
A 3 13 5 1 0\ _ /10 17 2 0\
Y=3-AA-2I1= 3 (5 2)' (1 2}2' (o 1)-3' (17 29 (o 2)-
_(30 51 (2 O)_ (28 51)
—\561 87 0 2)7\651 85
b) Aplicamos el método de Gauss para resolver la ecua cion matri-
cial A-X=B:
(3 112 0)1(3 112 0)2(312 0)3
5 2/0 1)~ 15 6/0 3) "0 1|-10 3)°

(30 12-3)4(104 -1) _(4 -1)
~lo 1/-10 3/~ 0 1/-10 3/”% {10 3
Comprobacion:
3 1\ /4 - 12-10 -3+3Y (2 0
A-X= (5 2)' (—10 3>= (20-20 5+6 (o 1>=B

También puede resolverse dicha ecuacién hallando pr imero la inver-
sa de A por el método de Gauss o por determinantes y despejando X:

A-X=B = X=A-1.B

1 2253,

2 af.5.14f,
3 1af.0af
4 131.1/3.
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Ejercicio 7: Resuelve la ecuacion:
1+x 1 1

1 1 1+x X 2
1 1 1 1-x
* * *
Solucién:
1+x 1 1 1 4+X 1 1 1
1 1+ 1 1 | 1 [4+x 1+x 1 1| 2
1 1 1+x 1 |~ 4+X 1 1+x 1 |~
1 1 1 1+x 4+X 1 1 1+x
4+x 1 1 1
0O x 0 0| 3
=l 0o o0 x of T@Px 3
0O 0 0 x
Por tanto:

(4+x)x 3=X? = (4+x)x 3-Xx2=0 = X ?(4x+x 2-1)=0 =

x=0 (solucion doble)

x2=0
= { _ = -4+ \/16+4 -4+2 \/5
X2+4x-1=0 X= > == -2t 5

1 1ac+2ac+33c+4%c.

2 paf-1af; 35f.13f; 43f-1°,

3 El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la dia-
gonal principal.
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Ejercicio 8: Si A(1,1,1), B(-1,3,1), C(1,0,0) y D(0,2,0), halla el
punto P de la recta AB tal que el triangulo CPD sea rectangulo con
hipotenusa PC.
* % *
Solucién:
Como la recta AB pasa por el punto A(1,1,1) y tiene por vector di-

reccional [AB H]=(-2,2,0), Sus ecuaciones paramétricas son:
x=1-2 a
y=1+2 a P
z=1

Como el punto P pertenece a la recta AB, B
satisface su ecuacion:

P(1-2 o,1+2 a,l) c

Si el triangulo CPD es rectangulo con hipotenusa PC , los vectores
[Dﬁ] y [DCH] son perpendiculares: 1

[DP] L[DC] = [DP J[DC ]=0 = (1-2 o,-1+2 o,1)(1,-2,0)=0 =

=12 at2-4 0=0 =6 a=3 = o=1/2 = P(0,2,1)

1 También puede calcularse el parametro o aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo
PCD.
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