DERIVADAS LECCION 2

indice: El concepto de derivada. Continuidad y deri vabilidad. Deri-
vadas laterales. Problemas.

1.- El concepto de derivada

Se llama  derivada de la funcion f en un punto x o de su dominio, y
se denota por f'(x 0), al nimero que resulta al calcular el siguiente
limite: !
b olim T o)
07= N Sxo X-X o
Si este limite no existe o es infinito, se dice que la funcion f
no es derivable en x 0-
* % %
Se pueden presentar, pues, tres situaciones:
1%) No tiene sentido plantear la derivada 2defenx 0-
Es lo que sucede, por ejemplo, con la funcién f(x)= A/x3-x 2 en x=0.
2%) La funcién f no es derivable en x 0
a) Porque el limite no existe.
Es lo que sucede, por ejemplo, en el origen de coor denadas con la
funcion f(x)=x-sen(1/x) si x #0 y f(0)=0:
f(x)-f(0) x-sen(1/x)
f'(0)=lim —— A =lim =lim sen(1/x
©) x—0 x-0 x—0 X x—0 (1/x)
Pero este limite no existe.
b) Porque el limite es infinito.
. ., 3 .
Es lo que sucede, por ejemplo, con la funcién y= A/x en el origen de
coordenadas:
3
f(x)-f(0) \x 3 X [T 31
f'(0)=lim —— A —=lim_ ——=lim <3 =lim 77 =\ [fF=t®
©) x—0 x-0 x>0 X x50 X3 x50 X 0
3%) La funcion f es derivable en x 0-
En este caso, f'(x 0) €s, como ya sabemos, la pendiente de la recta
tangente a la gréfica de la funcién f en el punto d e abscisax (. Por
tanto, la ecuacién punto-pendiente de dicha recta e S:
y-f(x  0)=f(x  0)-(X-x o)
Afirmar, pues, que una funcién es derivable en x o equivale a decir
1 Si no tiene sentido plantear este limite, carece d e sentido hablar de derivada en ese
unto.
E)Observa que Dom( ay/ ax)=Dom(f)-{x  o}. Por tanto, si no tiene sentido plantear la deriv ada
en x o, tampoco lo tiene el limite de la funcién en dicho punto, y viceversa.
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gue tiene recta tangente no vertical en dicho punto :
Por ejemplo, calculemos la tangente en el origen de coordenadas a

la gréfica de la funcion dada por f(x)=x 2.sen(1/x) si x #0 y f(0)=0:
e f0FO) o xZsen(lx) )
f(O)—IlmX_)0 X0 —I)l(n_l0 X —I)l(n_l0 [X-sen(1/x)]=0

Por tanto, la recta tangente es:

y-f(0)=f'(0)-(x-0) = y-0=0-(x-0) = y=0
2.- Continuidad y derivabilidad
Si f es derivable en x 0, €ntonces es continua en x 0-
En efecto:
] ] f)-f(x o)
= “(X- + =
lim, f09=tim_ |55 pox op#i(x o) |
o fe-fx 0) o ] 1
= _— - + = f O+ =
(L1 lim (xx o)+lim f(x o)= (X 0)-0+f(x 0)= f(X o)
* * %

La propiedad reciproca no es cierta: una funcién pu ede ser conti-
nua en un punto y no ser derivable en ese punto. Po r ejemplo, es lo
gue sucede en el origen de coordenadas con la funci ony= i/?

3.- Derivadas laterales

Se llama derivada lateral izquierda de la funcién f en un pu nto x o
de su dominio, y se denota por f' - (X o), al nUmero que resulta al cal-
cular el siguiente limite: 2

: - f)-f(x o)
o xo)=lim, X
X<Xo

Si este limite no existe o es infinito, se dice que la funcion f

no es derivable por la izquierda en x 0-
* * %

Como se ha visto en la leccion anterior, f' - (X o) es la pendiente de
la tangente lateral izquierda a la gréfica de f en Xo. Por lo demés,
se pueden presentar las mismas situaciones que hemo S visto con la
1 Como f es derivable en x 0, (X  0)-0=0, ya que f'(x 0) €S un nimero real.

2 Sj no tiene sentido plantear este limite, carece d e sentido hablar en ese punto de de-

rivada lateral izquierda.
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derivada, asi que no las vamos a repetir.
Del mismo modo se define la
gue se denota por f'
la tangente lateral derecha a la gréafica de f en x
* ok
Si las tangentes laterales a la gréfica de f en un
tas distintas, se trata de un punto anguloso
Si la tangente es vertical y las “derivadas lateral
punto de retroceso

* % %

y la otra - w0, Se trata de un

Por ejemplo, calculemos en el origen de coordenadas
laterales de la funcion f(x)=|x|:

derivada lateral derecha de f en x
+(X 0), Y que geométricamente es la pendiente de

0-

punto son rec-

es” son una +

las derivadas

-X six<0
fe)=IxI= {x si x>0
f_(0)=lim %zh’m
X X0 X
\ Y f(x)-f(0) .
f +(O)—I|r;lﬁ 0 )I(Hé)
X> x>

Esta funcién no es derivable en 0, pero si lo es po
y por la derecha. En consecuencia, no hay recta tan
punto, pero si tangentes laterales: y=-x es la tang
quierda e y=x, la derecha. Se trata de un punto ang

* % %

Por ejemplo, calculemos en el origen de coordenadas

Xz

laterales de la funcion f(x)=

3
, _ f(x)-f(0) _oAx2 \SF \S/T
FoO)=lim 2 oiim olim A S =A o =-
x9 X0 2 X Tx9 VxTNO
'+ (0)=lim %zlim X —I|m \[ \/:: +00
9 b to

Esta funcién no es derivable ni por la izquierda ni
en 0. Sin embargo, al ser el cociente incremental u
tangente en el origen de coordenadas es, como ya sa
vertical x=0. En este caso se trata de un punto de
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r la izquierda
gente en dicho
ente lateral iz-
uloso.

las derivadas

0

O o1

por la derecha
n infinito, la
bemos, la recta
retroceso.
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4.- Problemas

1) Define derivada lateral derecha de una funcién en un punto.
2) Prueba que si f es derivable por la izquierda en x 0, entonces es
continua por la izquierda en x 0-
3) Halla la tangente a la recta de ecuacion y=3x-2 en el punto de
abscisa 0.
4) Estudia la continuidad y la derivabilidad de las s iguientes fun-
ciones en los puntos indicados:
2_1 I X< n
a) f(x)= {ﬁs SS'iXXOZO en x=0 b) f(x)= X enx=0
3 I X<
o) f(x)= {ﬁz o x OZO en x=0 d) f(x)=|3x-6| en x=2
3 gj x<
&) f(x)= & ox OZO en x=0 f) f(x)= +Xtg xenx=0
5) Halla k para que f sea continua. Dibuja su grafica y encuentra la
ecuacion de la recta tangente en el punto de abscis alyenelde
abscisa 1/2:

X six <0
f(x)= {x2-x+k si x>0

6) Dada la siguiente funcion: a) halla los valores de ay b para que
sea continua en R; b) utiliza las definiciones de d erivadas latera-
les para comprobar que es derivable en x=0 y que no lo es en x=1; ¢)
calcula la pendiente ! de la gréfica en x=3:

cosx six<0

f(x)= a+2x2 si0 <x<1

b/x  six>1
7) Calcula el valor del parametro k para que la funci 6n f sea conti-
nua. ¢ Existe la derivada de f en x=1? Halla la rect a tangente a la

grafica de f en el punto de abscisa 2:
_ X six <1
f(x)= {k/(x+1) si x>1
{a—bx 2 silx| <2

8) Dada la funcion f(x)= Vx| si [x[>2

, halla los parametros ay b

para que exista f'(2).

9) Halla las tangentes laterales en el origen de coor denadas a la
e . _ (1+x) 10 six<0

gréfica de la funcion f(x)= {1+x six >0 -

! Se llama pendiente de una curva en un punto a la pendiente de la tangente en ese punto.

Del mismo modo se definen las pendientes laterales
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