JuNl o DE 2010. ProBLEMA Al.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

(-a-1)x-2z=2 (3 PunTO3

(a+1)x+y+z=-1
{y+(a 2-g-1)z=-a+2

Aplicamos el método de Gauss:

atl 1 1 -1 atl 1 1 -1 ) a+tl 1 1 -1 3
al 0 -2 2 o 1 1 |1 Flo 1 1|1 |3
0 1 aZz2al |-at+t2 0 1 a2al |-at2 0 0 aZal-atl
a+tl=0 = a=-1
az-a=0 = a(a-1)=0 = a=0,a=1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=-1, el sistema es incompatible 4:
0 1 1|-1 0 1 1i-1 0 1 1|-1
0 1-1| 120 0-2| 250 0-2]| 2
0O 0 2 2 0O 0 2 2 0O 0 O] 4
2°) Sia=0, el sistema es incompatible:
1 1 11
0 1-1|1
0O 0 01
3°) Si a=1, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de un parametro:
2 1 1)1 2x+y+z=-1 2x=-1-y-z=-1-1-z-z x=-1- «a
0 1-1|1 > y-z=1 — y=1+z = 1y=1+a
0O 0 0] O z=a
4°) Sia #0ya #*1, el sistema es compatible determinado:
(@ xrysz=1 } @1 _a
V2=l | 7= gam= g = =
a(a-1)z=-(a-1) a(a-1) a _
a-1
= y=l+z=1-1la = y= (7| =
+1Ix=-1-vz=-1 a-1 +i_-a-a+1+1 _-2a+2 _ 2-2a
= (at+l)x=-1-y-z=-1- a ta” a =—a = K= 22+a
1 2412,
2 38f.9f,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem 0s que despejar.
4 Observa gue hay que seguir aplicando Gauss hasta o btener un sistema escalonado.
S 2313,
6 32f400f,



JuNl O DE 2010. PROBLEMA A2.

Encuentra la ecuacién continua de la recta que esta contenida en el plano n=X-2y+z-4=0 y
corta perpendicularmente a la recta:
_ [x-y-z+1=0 5
= {3x-y+z-3:O (2 PunTO3
Hallamos primero las ecuaciones paramétricas de la rectar:

{x-y-z+1:O (1 -1 -1 -1) 1 (1 -1 -1 -1) 2 (1 -1 -1 -1)
3xy+z3=0 >3 -1 1/ 3~ \0 2 4,6) 0 1 2|3 7

{X-y-z:-l {x:-1+y+z:-1+3-22+z:2-z X=2- o {P(Z,S,O)
- =

y+27=3 y=3-27 = ¥=32 e > 5000
Z=a
Sea X el punto de corte de las dos rectas. Por esta r en la recta
r, X(2- a,3-2 a, o). Y como la recta buscada esta en 7, X también  3:

2-a-2(3-2 o)t a-4=0 = 2- o-6+4 at+ta-4=0 =4 a=8 = a=2 = X(0,-1,2)

A continuacion puede seguirse uno de los tres 4 siguientes métodos:

PRIMER METODO
Como el vector direccional de r, u “(-1,-2,1), y el vector caracte-
ristico del plano n, v _(1,-2,1), son ambos perpendiculares a la recta

buscada, un vector direccional de ésta es:

wlg
w=-1 -2 1]=(0,2,4)=2(0,1,2)
1 2 1

Luego la ecuacién continua de la recta buscada es:

X_y+l _z2
0o~ 1 ™~ 2
SEGUNDO METODO
Como la recta buscada es perpendicular a r, esta en el plano per-
pendicular a r que pasa por X. Como u “(-1,-2,1) es un vector direc-
cional de r, dicho plano es —x-2y+z+D=0. Y como pas a por X(0,-1,2):

-0+2+2+D=0 = D=-4 = —Xx-2y+z-4=0 = X+2y-z+4=0
La ecuacion de la recta buscada es:

{x-2y+z-4:O (1 2 1 4) 5 (1 2 1 4) 2 (1 2 1 4)
x+2y-z+4=0 —\1 2 -1|-4)7 0 4 -2|8)7 0 2-1|-4) 7

x=0
- { 2y-z=-4 = {z=4+2y T g, 0TI

1 2af.3.15,

2 28£.1/2.

3 Dicho de otro modo, X es la interseccion de ry .

4 El cuarto método no requiere de los calculos anter iores.

S 2af.1af,



TERCER METODO

Calculamos las ecuaciones paramétricas del plano T
X=4+2 a-
X-2y+z-4=0 = x=4+42y-z = (y=a
z=p
Como los puntos de la recta buscada estan en el pla no =, son de la
forma Y(4+2 a- B, o, B). Y como X(0,-1,2): [XY 1542 o+l a,2- B).
Como la recta r y la recta buscada se cortan perpen dicularmente:

[XY] LU = [XY U =0 = 442 - p+2+20+2- B=0 = 2 p=8+4a = P=4+2a

Sustituyendo arriba, queda:

x=4+2 a- B X=4+2 o-4-2 o x=0
_ X y z-4
y=a = Y=o = Y=o = 6 = I = T

z=B z=4+2 o z=4+2 0

CUARTO METODO

La ecuacion de la recta buscada es 1.
{x-2y+z-4:O {x-2y+z:4
a(x-y-z+1)+b(3x-y+z-3)=0 = \(a+3b)x+(-a-b)y+(-a+b)z=-a+3b

Un vector direccional de esta recta es:

r) j» k~>
1 -2 1
at+3b -a-b -at+b

=(3a-b,2a+2b,a+5b)

X= =(2a-2b+a+b,a-b+a+3b,-a-b+2a+6b)=

Un vector direccional de r es:

I LA I ¢
y=1 1 -1 |=(-2,-4,2)=-2(1,2,-1)
3 -1 1

Como las rectas son perpendiculares:

(3a-b,2a+2b,a+5b)-(1,2,-1)=0 = 3a-b+4a+4b-a-5b=0 = 6a-2b=0 = b=3a
Por tanto:
{X-Z +z=4 {x-2y+z:4 (1 2 1 ‘ 4}2
(a+3b)x+(-a-b)y+(-a+b)z=-a+3b = |10x-4y+2z=8 > 5 -2 1|4
x=0
(1 - 1 ‘ 4) {x-2y+z:4 {z:4+2y _ X_y_z4
“4 0 0/0) |4x=0 = 1x=0 = Y= = 9717732
2=4+2 o
lva que, al cortar ar, se encuentra también en uno de los planos del haz de arista r.
2 Daf 1,



JUNl O DE 2010. PROBLEMA AS.
Calcula los siguientes limites:

cos( %-senx)

PunTto$

lim —— y lim (V/x2+1- \[x2-x) 2
X—7/2 I 2 X—>+o0
(x- %)
PRIMER LIMITE :
T T T
Ccos (i-sen Xj -sen (i-sen Xj- §-COS X
XILrTTg/Z T 2 - IXILnTE/Z 5 T h
- 2 . X_ 2
sen (E sen Xj z sen (E sen Xj 2
. 2 2 cos X | 2 i 2 2 im  SOS X _
T Xoml2 2 T | xow2 2 Xom2 X- /2
X2
I COS X 1 - . -sen X _ i(l)_ T
T4 Xon2 x- /2 4 xS 1 - 4 - 4
SEGUNDO LIMITE:
] 5 5 3 (A\[X2+1- \[x2-X)-( A[X2+1++/x2-x)
lim  ( 4/X2+1- 4/x2-x) = ~ Iim =
X >+ X+ \/X2+1+ —\/Xz_x
X |7+l
= | XEHX X im % A im (X ) =
T XSt \/X2+1+\/X2-X T X it \/X2+l+\/X2-X T X+ 1 1 -
X- | [1+ 5+ [1- %
X X
1
—+
= i X - o1 _ 1
X oo 1 1~ 1+0++/10 ~ 2
1+—2+ 1- &
X X
1 como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi tal.
2 E| limite de un producto es el producto de los lim ites de los factores. La descomposicion
en dos limites, el primero de los cuales es determi nado, simplifica la posterior aplicacion

de L'Hopital al otro.
3 Multiplicamos y dividimos por el conjugado.
4 sacamos x factor comtn en el numerador y en el den ominador.



JuNl O DE 2010. PROBLEMA A4.

Dada la funcién f(x)= \/In(3 X+x)+In(x 2-10x+20) demuestra que existe un valor ae(1,2) tal que
f'(  &)=0. Menciona los resultados tedricos empleados y j ustifica su uso. 3
Primero derivamos la funcién 1;
1
f'(x)= JIn(B *+x)+In(x  2-10x+20)]'=
2-4/In(3 *+x)+In(x  2-10x+20)

_ 1 _(3X-In 3+1, _ 2x10 j
2-/In(8 X+x)+In(x  2-10x+20) 3X+x x2-10x+20

A continuacion puede seguirse uno de los dos método S siguientes:

PRIMER METODO

Como la funcion f satisface las condiciones del teo rema de Rolle,
existe aen (1,2) tal que f'( o)=0.
En efecto:

18) f(1)=f(2):

e f(1)= +fln 4+In 11=4[In 44

PunTto$

e f(2)= 4fln 11+In 4=-[In 44
22) fes continua en [1,2] por ser derivable 2 en [1,2].

32) fes derivable en (1,2) por serlo en [1,2].

SEGUNDO METODO

Como la funcién f' satisface las condiciones del te orema de Bolza-
no, existe o en (1,2) tal que f'( o)=0.
En efecto:

18) f(1)-f(2)<0:
e f(1) =~0,089.

e f(2) =~-0,13.
22) f' es continua en [1,2]:

e [1.2] &Dom() EDom(f).
.« Sia <[1.2]:

X, -
ljm_ F(x)=lim { L n 3+, _2x10 ﬂ:
X—-a X—-a

3
- +
2-\/In(3 *+x)+In(x  2-10x+20) ( 3%+x x2-10x+20

- 1 _(3a-ln 3+1 _ 2a-10 j—f'(a)
2-1/In(3 2+a)+In(a 2-10a+20) 33+a a2-10a+20

1 | os dominios de f y f' no son faciles de calcular.
2 ver la nota gue aparece al final.
3 Esta propiedad siempre es cierta.



NoTA

1 2 3
o 1<x<2 =3 1<3%<32 = 3 <3*<9 =4 <3X+x<1l =In 4<In(3 *+x) <In 11.

4 12<x2<22 = 1 <x2<4 7
o 1x<2 > 5 6
10<10x <20 =>-20 <-10x <10 =0 <-10x+20 <10

— 1 <x2-10x+20 <14 >In  1<in(x 2-10x+20) <In 14

e Sumando miembro a miembro las dos desigualdades obt enidas en
los dos puntos anteriores, queda:

In 4<In(3 *+x)+In(x 2-10x+20) <In 154

Y como 1<In 4, es evidente que [1,2] cDom(f) <Dom(f).

1 L afuncion exponencial f(x)=3 X es creciente.
2 sumamos miembro a miembro 1 <x<2y3 <3%<9.
3 La funcion In es creciente.

4 Por un lado, la funcion f(x)=x 2 es creciente si x>0; por otro lado, multiplicamos alos
miembros de la inecuacion por 10.
S Multiplicamos a los miembros de la inecuacién por -1.

6 Sumamos 20 a los miembros de la inecuacion.
7 Sumamos miembro a miembro estas dos inecuaciones.

-6-



JuNnio DE 2010. PrROBLEMA BL1.

, 1-1 1 . 1
Dadas las matrices A= (_1 2) y B= G O)’ encuentra la matriz X tal que A-X-B= (O _13)
(2 PunTO9

Calculamos las inversas de las matrices Ay B:
(1 - ‘1 0}1(1 - ‘1 0}2(1 0|2 1) _1_2 1
1 2/0 170 1/1 157l 1)1 )AL 1
G ol PG 3 oFG 1S 2ot
1 0|0 211 0112—>B =1

Por tanto  S:

A-X-B= @ -13j 3XZA'1'@ -13}8'1 :G 3 @ -13} G -21)2
G DG 2 3)

@ B G HL BHE oo o

Comprobacion:

1 2afeaf,

2 1af+20f,

31 20,

4 2af.2.15,

S Las inversas de A y B también se podian haber obte nido mediante determinantes.



JuNni o DE 2010. PROBLEMA B2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta que pasa
rectas:

por el punto P(1,1,1) y corta a las

X+y+z-1=0 X _y-2 _z+1
E{2x+2y+z:O y s 57:%:T (3 PunTO3
Calculamos primero las ecuaciones paramétricas de | arectar:
X+y+2-1=0 (1 11 ‘ 1) 1 (1 11 1) x+y+z=1 x=1-a
2x+2y+z=0 7 \2 2 1/0)7 0 0 -11]-2) 7 |z=2 - y—<21
z=
A continuacion se puede seguir uno de los siguiente s métodos:
PRIMER METODO
Consiste en hallar un vector direccional de la rect a XY.
Por estar el punto X en la recta r: X(-1- a, o,2).
_ [x+y+z-1=0
x 1 "= 12x+2y+z=0
P(1,1,1)
X _y-2 z+1 Xiz B
S=="17 =1 — |y=2*P
z=-1+ B
Por estar el punto Y en larecta s: Y(2 B,2+ B,-1+ P).
Como [PY]:(-Z- o, a-1,1) y [PY H]:(2 B-1,1+ B,-2+ PB) son colineales:
2 o ol 1 -2-2 B-a- af=2ap-2 B- o+l 3af3=-3 )
2p1 = 1+ = o8 B = -2 ataf+2- B=1+f = op-2a-2B=-1 =
4-2 B+2a- af=2p-1 of-2 a+4p=5
- af-2 a-2 B=-1 - a-2 a-2=-1 - o=-1
6p=6 =1 =1
Como estos valores satisfacen la primera ecuacion: 3:(-1)-1=-3, el
problema tiene solucién 3,
Como [PV] es vector direccional de la recta buscada:
— -1yl oz
p=1 = [PY=(12-1) = xy="r=Yp =X

1 2af2.15,
2 Resolvemos el sistema formado por las dos Ultimas
cera la segunda.

3 Un problema de esta naturaleza no siempre tiene so
do es que si el sistema que hemos resuelto es compa
es incompatible, no la tiene. La desventaja del seg
es que se obtiene solucion incluso cuando no la hay
es improbable que pongan un problema sin solucién,
el segundo método (y, por tanto, si se utiliza el p

ble, es casi seguro que nos hemos equivocado en alg

ecuaciones. Para ello, resto a la ter-

lucion. La ventaja de este primer méto-
tible, el problema tiene solucién; y si

undo método, que se ve a continuacion,
. Pero como en el examen de Selectividad

puede utilizarse tranquilamente también

rimero y el sistema nos sale incompati-
0).



SEGUNDO METODO
Este método consiste en hallar los planos Ty T, cuya intersec-
cion es la recta XY.

_ [x+y+z-1=0
F=\2x+2y+z=0

y2 _z+1 {R(o,z, 1)
== >

v(2,1,1)
El calculo 1 de las ecuaciones paramétricas de la recta r permi te
hallar un punto, Q(-1,0,2), y un vector direccional U (-1,1,0).
Como P ¢r, ya que no satisface su ecuacion, P y r determina n un
plano: el plano 7. Y como [PQH]:(-Z,-l,l):
x-1 y-1 z-1
n=| -1 1 0 |=0 = x-1+y-1+3(z-1)=0 = X+y+3z=5
-2 -1 1
Coma@ P ¢s, ya que no satisface su ecuacion, P y s determina n un
plano: el plano n'. Y como [PR H]:(-1,1,-2):
x-1 y-1  z-1
= -1 1 -2 =0 = 3(x-1)-3(y-1)-3(z-1)=0 = 3x-3y-3z+3=0 =
2 1 1

= X-y-z+1=0
Por tanto, la ecuacion de la recta XY es:
{x+y+32:5 (1 1 3‘ 5) 3 (1 1 3‘ 5) 4 (1 1 35)
xyz=1 —~ 1 -1 -1]-1)7 0 -2 -4|6) 0 1237

X=2- o

X+y+3z=5 X=5-y-32=5-3+22-3z _ X-2 y-3 z
- {y+22=3 = {y=3-22 y=3-2 a =>XY="7"="5"=7
=
1 Otra forma de obtener la ecuacion del plano 7 consiste en utilizar el hecho de que dicho
plano contiene a la recta r y, por tanto, su ecuaci o6n es: m=o(Xx+y+z-1)+ P(2x+2y+z)=0. Como
Per =2 a+5p=0 = a=-5p/2 = n=(-5 P2)(x+y+z-1)+  P(2x+2y+2)=0 = n=-5(x+y+z-1)+2(2x+2y+z)=0 =
T=X+y+3z=5.
2 Otra forma de continuar el problema consiste en ha llar el punto Y, que es la interseccion
de larecta sy el plano TT.
3 2af-19f,
4 226.(-1/2).



JuNni o DE 2010. PrROBLEMA B3.

Demuestra que la funcion f(x)= A\ [sen( %-2 x) vale 1/2 en algin punto del intervalo (0,1).
Menciona los resultados tedricos empleados y justif ica su uso. (2 Puntos)

PRIMER METODO

Como la funcién f cumple las condiciones de la prop iedad de Dar-
boux, existe o en (0,1) tal que f( o)=1/2.
En efecto:

18) £(0)>1/2>f(1):
o f(0)=1.

e f(1)=0.
22) fes continua en [0,1]:

e [0,1] &Dom(.
e Sia <[0,1]:

1 | z - T -
I)l(rDa f(x)-llmha sen (2-2 X) =1\ /sen (2-2 aj = f(a)

SEGUNDO METODO
Como la funcién 1 g(x)=f(x)-1/2 cumple las condiciones del teorema
de Bolzano, existe o en (0,1) tal que g( o)=0. Ahora bien:

g(W)=0 =f( a)l/2=0 =f( w)=1/2

En efecto:
12) g(0)-g(1)<O0: 1/2

« 9(0)=1-1/2=1/2>0

. g(1)=0-1/2=-1/2<0 CL o
24) g es continua en [0,1]: -1/2

.[01] &Dom(g)=Dom(f).
.Sia <[01]:

. e s 1]_ T 1_
i, 009y, | fsen (2)- 3] [sen (22)- 3= o

NOTA
3 0 1 4 T T T
O<x<l =2 9<2X<21 = 1 <2X<2 = 75<5-2%<n = sen |52%)=0
1sj hay que probar que existe o tal que f( o)=1/2, es decir, tal que f( a)-1/2=0, hay que
considerar una funcion que se anule en x= o. Esa funcion es g(x)=f(x)-1/2. Los dominios de
las funciones f y g, que coinciden, son dificiles d e calcular.
2 |a demostracion de esta inclusion esta en la nota final.
3 La funcion exponencial f(x)=2 X es creciente.
4 Multiplico por 7/2 a cada miembro de la desigualdad.

-10-



JuNni o DE 2010. PROBLEMVA B4.

Calcula el area de la region del plano encerrada en tre las graficas de las siguientes fun-
ciones:
f00=5% y g9 = (3 Punro
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:

y:5-x 5 x=0
5 = 5x= X+ = OX+5-x 2-x=5 = x 2-4x=0 = x(x-4)=0 = {x=4

Y=x+1
2°) Averiguamos entre 0 y 4 qué funcién esta por encim ay qué
funcién esta por debajo:
X ‘Y1 ‘ Y2
2|3 [53

39) Calculamos el area:

2 4
A=[’ (s-x- %}dx: (5x- 5 -5-Injx+1] jO:

=(20-8-5:In  5)-(0-0-5:In  1)= 12-5In 5

-11-



