JuNnio DE 2011. PrROBLEMA Al.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:
{2y+a 2z=a+4

ax-y+(a+2)z=1 (3 PunTO$
ax-2y+az=0

Aplicamos el método de Gauss:

0 2 a2 |at4 a -2 a|o a -2 al| o a -2 a | o0
a -1 a+2| 1 Fla -1 a+2| 1 Flo 1 2|1 Fjo 1 2 |1 |4%
a -2 al| o 0 2 a2 |at4 0 2 aZlat4d 0 0 a?4|a+2
a=0
~ la2-4=0 —a2=4 —a=+2
Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=0, el sistema es incompatible >
0O -2 00y 00 1 2|1 0 1 2|1 0 1 2|1
0 1 2[1%(o0 -2 oloL |0 0 4280 0 4|2
0 0 4|2 0 0 4|2 0 0 4|2 0O 0 0|4
2°) Sia=2, el sistema es incompatible:
2 -2 2|0
0 1 21
0 0O 0|4
3°) Si a=-2, el sistema es compatible indeterminado y la solucion
depende de un parametro:
- - - iy +
2 2 2|0 9 1110 X+y+z=0 X=-y-z=-1+22-7 =1t a
0 1 21 0 121> y+27=1 = y=1-27 = 1y=1-2 a
0 0O 0|0 0O 0 0|0 7=a
4°) Sia #0ya #*2, el sistema es compatible determinado:
ax-2y;f§;£)1 o a2 a+2 b 21
= 324 — - = 30
2 a-2-2 a-4
= y=1-2z=1- 22 - a2 = V=20 =
— _ 2a-8 a _2a8-a _a8 _ a8
—axX=oy-az= o a2 T a2 ~a2 — [ aZ2a
11af 391
2 af.qaf
3 391.0.0af,
4 como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem 0s que despejar.
5 Observa gue hay que seguir aplicando Gauss hasta o btener un sistema escalonado.
6 13t y0af
7 22642.13f,
8 3af4af,
9 12f.(-1/2).



JUNIO DE 2011. PROBLEMA AZ2.
Encuentra la ecuacién continua de la recta que esta contenida en el plano
corta perpendicularmente a la recta:

n=x+2y-z+2=0 y

2x+y-z+1=0
E{X+2y_22_lzo (2 PunTO3
Hallamos primero las ecuaciones paramétricas de la rectar:
2x+y-z=-1 (2 1-1|-1\1 (1 2 -2 1}2 (1 2 - 1} (1 2 -2 )
x+2y-2z=1 1 2 -2| 1 2 1-1(1 0 -3 0 1-1(1)7
x=-1
{x+2y 2z=1 {x 1-2y+2z=1-2-2z+27=-1 _ P(-1,1,0)
= y=lta - 4.,
y-z=1 y=1+z _ u(0,1,1)
z=a
Sea X el punto de corte de las dos rectas. Por esta r en la recta
r, X(-1,1+ «, a). Y como la recta buscada esta en n, X también  4:
-1+2(1+ a)- a+2=0 = -1+2+2 o-a+2=0 = o=-3 = X(-1,-2,-3)
A continuacion puede seguirse uno de los tres > siguientes métodos:
PRIMER METODO
Como el vector direccional de r, u 7(0,1,1), y el vector caracteris-
tico del plano n, v _(1,2,-1), son ambos perpendiculares a la recta
buscada, un vector direccional de ésta es:
N r r E Lo N
W=|0 1 1|=-3i 4-k=-(3i - +k)
1 2 -1
Luego la ecuacién continua de la recta buscada es:
X+l y+2 z+3
3 " -1 "1
SEGUNDO METODO
Como la recta buscada es perpendicular a r, esta en el plano per-
pendicular a r que pasa por X. Como u 7(0,1,1) es un vector direc-
cional de r, dicho plano es y+z+D=0. Y como pasa po r X(-1,-2,-3):
-2-3+D=0 = D=5 = y+z+5=0
La ecuacion de la recta buscada es:
+
X+2y-7+2=0 X=-2-2y+7=-2+10+27+7 = 85 3¢ 8 y+5 2z
y+z+5=0 y=-5-7 y=om 4 = T3 ETT 7T
Z=a
115 20,
2 25.2.1f,
3 2af.(-1/3).
4 Dicho de otro modo, X es la interseccion de ry .
S El cuarto método no requiere de los calculos anter iores.



TERCER METODO

Calculamos las ecuaciones paramétricas del plano T

X+2y-z+2=0 = X=-2-2y+z = {y=oc

Como los puntos de la recta buscada estan en dicho

la forma Y(-2-2 o+pB, o, B). Por tanto, [XY

Como la rectar y la recta buscada se cortan perpen

X=-2-2 o+f

z=p

[XV] 1u :>[X7]-uﬁ=0 = 2+ o+3+p=0 = P=-5- a

Sustituyendo arriba, queda:

y=a
z=p

CUARTO METODO

y=a
z=-5- «a

La ecuacion de la recta buscada es

{x+2y-z+2:0
a(2x+y-z+1)+b(x+2y-2z-1)=0

Un vector direccional de esta recta es:

- - >
|

] K
1 2 -1
2a+b a+2b -a-2b

N
X=

=(-a-2b,-a+b,-3a)

Un vector direccional de r es:

Como las rectas son perpendiculares:
(-a-2b,-a+b,-3a)-(0,3,3)=0

Por tanto:

{x+2y-z:-2
(2atb)x+(a+2b)y+(-a-2b)z=-a+b

“2‘@ g é 1)'( ‘_25)*

lva que, al cortar a r, se encuentra también en uno
2 23f.1/(3a), ya que a #0.
3 2af-2.13f,

i K
1=
2 -2

{X:-Z-Z a+p {X:-Z-Z a-5- o

1.

X=-7-3 o
y=a = —5 =
z=-5- o

{x+2yz -2
(2a+b)x+(a+2b)y+(-a-2b)z=-a+b

= = -3a+3b-9a=0

{x+2y z=-2 ( 1
6ax+9ay-9az=3a 6

y=-5-z

=(-2a-4b+a+2b,a+2b-2a-b,a+2b-4a-2b)=

_ X8 _
y=-5- o = 3 =
Z=a

{x=-2-2y+z {X:8+3 o
=

de los planos del haz de arista r.

= 3b=12a = b=4a

y+5

-1

plano, son de
T=(-1-2 o+B,2+ a,3+ B).
dicularmente:

a 9a 9a 3a)~

_Z
1



JUNl O DE 2011. PROBLEMA AS.
Halla las integrales indefinidas:

tg 3x+tg X dx
f tg 2x-1 dx y f—x2+x-2 (2 PunTO3

PRIMERA INTEGRAL
Como (tg 2x-1)'=2-tg x-(1+tg 2x)=2-(tg x+tg 3x), se trata de una inte-

gral casi inmediata de tipo logaritmico 1
j tg 2x-1 j ig2x1 9= Zlnltg  2x-1]+C

Comprobacion:

1 1 1 2tg x-(1+tg 2x) tg x+tg 3x
— 2 - = = == =
(2 Injtg. “x-1] ) 2 tg 2x-1 2 tg 2x-1 tg 2x-1

SEGUNDA INTEGRAL
Como se trata de una integral racional, calculamos las raices del
denominador:

-1i\/1T -1 43 {x=-2

X2+x-2=0 = x= == =

x=1
Por tanto:
1 _ 1 A _A-(x-1)+B-(x+2)
X2+x-2 ~ (x¥2)(x-1) x+2 +x 1~ X2-2x-3

= 1=A (x-1)+B-(x+2) {S' =2 =1=3A = A=1/3

Six=1 — 1=3B = B=1/3

En consecuencia:

dx -1/3 1/3 1 1 1 1 2
jx2+x-2 = | %z ox+ f 10X = 3 |mdxt 3 |3gdx =

1 1
= Finx+2+  FInjx-1]+C

Comprobacion:

il 2 il 1 1 1 x+l+x+2 1
- 3In[x+2|+  F-In[x-1| T3 X2 TIXT T3xF)(X1) x24x-2

1 También puede hacerse mediante el cambio de variab le tg 2x-1=t. O con el cambio tg X=t,
pero, en este caso, resulta un poco largo pues apar ece una integral racional.
2 | as dos integrales son casi inmediatas de tipo log aritmico.



JuNnl O DE 2011. PROBLEMA A4.

3
Dada la funcion f(x)= \/2+sen( \3/x+1)+sen (n-'\ /1+%), demuestra que existe un valor ae(l,2)
tal que f'( o)=0. Menciona los resultados teéricos empleados y j ustifica suuso. (3 Punto$

Como sen( m-a)=sen a, se puede simplificar algo la funcioén:

3 3[ 2
o f(X)= \/2+sen x+1+sen 1+

e Dom(f)=(- =,0) U(0,+ ), ya que el radicando no es negativo pues
la suma de ambos senos es mayor o igual que -2 (rec uerda que el
seno de un angulo estéd entre -1y 1).

* % %

Como la funcion f satisface las condiciones del teo rema de Rolle 1,
existe aen (1,2) tal que f'( o)=0.

En efecto:

12) f(1)=f(2):

o f(1)= \/2+sen §/§+sen i/?

f(1)=f(2) |-

—

Q _—————
NF—————

o f(2)= \/2+sen §/§+sen i/? ch1
22) fes continua en [1,2] por ser derivable 2en[1,2].

32) fes derivable en (1,2) por serlo en [1,2].

NoTA
1

3 32
2-\/2+sen x+1+sen A\ [1+3

) oS i/m-[(xﬂ.) 113 '+cos </1T% Kl+ %)1/3 } ]

3 3,2 )
2-\/2+sen x+1+sen A\ [1+3

1 3 21 2\23 2y
_cos Ax+T. 3 (x+1) 283 +cos [1+ X3 (1+ ;) : (1+ ;)

) 3 3,2
2-\/2+sen x+1+sen A\ [1+

3 2 '
. [2+sen 3 X+1+sen 1+ —j =

f(x)= >

X

1 podria hacerse el problema probando que la funcion f' cumple las condiciones del teorema
de Bolzano, pero resulta mas complicado.

2 ver la nota gue aparece a continuacion.



2 (-2 3 2.c08 ~[1+2
cos i/m cos X [X_zj cos A/X+1 X
3

3
1+
3.(x+1) 28 T 2\ Sy 2 37 22
(1+3) PN 3 [[145)

) 3 3 2 B 3 3 2
2- 2+sen y/x+1+sen 1+; 2- 2+sen A/x+1+sen 1+;

Por anularse algun denominador, los nimeros 0, -1y -2 no pertene-
cen al dominio de f'. Pero ninguno de ellos afecta al intervalo que
estamos estudiando.

Por otro lado, hay que ver qué sucede en dicho inte rvalo con la

raiz del denominador:
2 3
o 1sx<2 52 x+1<3 5 S2SEHASB S SxFe(0, 12) Dsen Sx+1>0.

5 6 1 2 3= 3[ 2 3
o 1Xx<2 S1/2 <lx <l S1 <2/x <2 52 <1+2/x <3 5 322\ [1+ <33 =

3 3 2 3[ 2
= 1+5 (0, n/2) ésen 1+% >0

Por tanto, [1,2] cDom(f").

1 Sumo 1 a cada miembro de la desigualdad.

2 | a funcion f(x)= 3]? es creciente.

3 Aproximadamente: 3/521,26 rad, §/§:1,44 rad y n/2=1,57 rad.

4 El seno de los angulos del primer cuadrante es pos itivo.

S Si un numero esta entre 1 y 2, su inverso esta ent rel/2y1.

6 Multiplico por 2 a cada miembro de la desigualdad.



Junio DE 2011. PrROBLEMA B1.

1
Dada la matriz A= (O (2)) encuentra todas las matrices G que cumplan AG=GA.

(2 puntos)

Evidentemente, G es una matriz cuadrada de orden 2:

X z)
G t
Por tanto:
3 (1 Oj X zj_x zj (1 Oj (x zj_x 22)
AG=G-A = |g '[yt_(yt'02:>2y2t_(y2t:>
X=X 0-x=0 X=a
2y=y y=0 1 Jy=0 (o O
= Yzz2z = \z=0 = z=0 =GC= 0B
2t=2t 0-t=0 t= B

Comprobacion:

02 oo (5062

1 | as ecuaciones primera y cuarta son triviales: x y t pueden tomar cualquier valor.



JuNnio DE 2011. PROBLEMA B2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta que cort a perpendicularmente a las rectas:
_{3X'V'Z+2:0 _x1 _ytl_z
M =lsx2y-z1=0 Y S = 2zZ - 1~
Hallamos primero las ecuaciones paramétricas de la rectar:

Q(1,-1,0)
- {\7(2,1,-1)

3X-y-z=-2 (3 -1 -1 -2}1 (3 -1 -1 -2) {3x-y-z:-2
5x2y-z=1 & -2 -1 17 (2 -1 o] 3/ 7 |2xy=3 =

{Z:2+3x-y:2+3x+3-2x _ Xff‘éﬂ L {P(O,-S,S)
y=-3+2Xx 32/;5+ o u(1,2,1)
A continuacion puede seguirse uno de los dos siguie ntes métodos:

PRIMER METODO

Por estar el punto X en la recta r: X( a,-3+2 a,5+ a).
Por estar el punto Y en larecta s: Y(1+2 B,-1+ B,- PB).
Por tanto: [XY  ]=(1+2 B- 0,2+ B-2 o,-5- PB- ).
Como [XY] es perpendicular a u “121)yav  (2,1,-1):
[XY]-u~=0 142B- o+4+2p-4 0-5- B- =0 6a-3p=0
[XY]-v =0 2+4p-2 a+2+B-2 o+5+B+a=0 30-6 p=9
(6 -3 ‘0}2 ( 6 - ‘0}3 (2 - ‘ O) 20-3=0 o=-1
~ 8 6197 9 o0f/9) U 0-1) 7 lg=1 T ip=2
4 (X(-1,-5,4) . X+l _y+5 74
f— {Y('g,'3,2) f— [XY ]—('2,2,'2) f— XY= 1 - _1 - 1
1 2afqaf,
2 paf-2.14f,
3 14f.1/3; 22f.(-1/9).
4 sj resultara que los puntos X e Y coinciden, eso s ignificaria que las rectas r y s se
cortan en dicho punto. En ese caso, la recta buscad a pasa por ese punto y tiene por vector
direccional el producto vectorial de los vectores d ireccionales de las rectasry s.



SEGUNDO METODO
Como los vectores u y v _ son perpendiculares a la recta que busca-
mos, un vector direccional de ésta es:

> 5 o r r E . — —> T
w=uAv ={1 2 1|=-3i +3j -3k =-3(i -] +k)
2 1-1
Por tanto, la ecuacion del plano T €s:
X y+3 z5
1 2 1 =0 = 3x-3(z-5)=0 = X-z+5=0
1 -1 1
Como el punto Y esta en larecta s 1Y(+2 B,-1+ B,- B).
Como el punto Y esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

1+2B+B+5=0 =3 B=-6 = B=-2 = Y(-3,-3,2)

Por tanto, la recta buscada es:

N X+3 _y+3 _z-2
=1 71 T1
1En lugar de lo que sigue, se podria calcular la ec uacion del plano w'. Entonces la recta
XY seria la interseccion de los planos Ty T=.



Junio DE 2011. PrROBLEMA B3.

Encuentra los extremos absolutos de la funcion f(x) =cos x+sen x en el intervalo [ /2,3 /2]
Menciona los resultados tedricos empleados y justif ica su uso. (2 Puntos)
1°) Estudiamos la continuidad de la funcién en el inte rvalo:
f(x)=cos x+sen x = f'(x)=-sen xtcos x = Dom(f)=R =
= fes continuaenR = fes continua en | /2,3 7/2]

Por el teorema de Weierstrass la funcion f alcanza en dicho inter-
valo sus extremos absolutos. Estos se encuentran en los extremos del
intervalo o entre sus extremos relativos.

2°) Calculamos los valores de f en los extremos del in tervalo:

f( m/2)=cos( =/2)+sen( m/2)=0+1=1
f(3 w/2)=cos(3 mw/2)+sen(3 mw/2)=0-1=-1

3°) Hallamos los extremos relativos de la funcion en e | intervalo:
Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero:

f'(x)=0 = C0S X-sen x=0 = sen X=C0S X = X= 7m/4+k 7

El dnico de estos valores que pertenece al interval 0 que estamos
considerando es x=5 /4.
Estudiamos el signo de f' en el intervalo:

n/|2 ) 5n/|4 + 3n/|2
| \ l / |
Como f es continua en x=5 n/4, por el criterio de la variacion del
signo de la derivada primera f tiene un minimo rela tivo en x=5  n/4

que vale f(5  m/4)=cos(5 m/d)+sen(5 w/d)=- ~[2/2- ~[2/2=- ]2
49) Conclusion:

La funcion f tiene en x= 7/2 un maximo absoluto que vale y=1;y en
x=57/4 un minimo absoluto que vale y=- \[2:
1 N |
|
\ 5n/4  3m/2
O n/|2

-10-



JuNnio DE 2011. PROBLEMVA B4.

Calcula el area de la region del plano encerrada en tre las gréficas de las funciones
-X 2

f(x)= 1Ix 2y g(x)= 1% (Observa que f(x) es la parte no negativa de la ¢ ircunferencia de
centro el origen y radio 1.) (3 Puntos)

1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:

=~[1-x 2 1-x 2
{3//—(1 x 2)/2 = \1x2="%— =2 V1-x 2=1-x 2 = 4(1-x 2)=(1x 2)2 =

-X 2=
= (1x 9)24(1x H=0 = (Ix 2[lx 240 = {}3i(x 20 =

x2=1 -

2°) Averiguamos entre -1 y 1 qué funcion estd por enci ma y qué
funcién esta por debajo:
X ‘Y1 ‘ Y2
0|1 12

39) Calculamos el area:

1la primera integral es el area de una semicircunfe rencia: m/2. Eso es lo que se nos dice
en la observacion. También puede hacerse esa integr al con los cambios de variable sen x=t o
cos x=t. La segunda integral es inmediata.

-11-



