JuNl O DE 2012. ProBLEMA Al.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-

suélvelo en los casos en que es compatible:
(a 2+a-2)x-2ay+az=-1
(a 2+a-2)x+a 2y+(a+1)z=0 (3 PunTO3

(a 2+a-2)x-2ay+a 2z=3a-1

-1 a2+a- 2 -2a a |-1

0 }-1 0 a2+2a 1 1} 2
3a-1 0 0 a?-al3a

-1 _+\/1+ -1+
2 8 = 23 = a=-2, a=1

a2+2a=0 — a(a+2)=0 = a=0, a=-2
az-a=0 = a(a-1)=0 = a=0,a=1

Aplicamos el método de Gauss:
a2+a-2 -2a a
a2+a-2 a2z atl
a2+a-2 -2a  aZ

a2+a-2=0 — a=
%

Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=-2, el sistema es incompatible:

0 4 -21-1 0 4 -2 -1
[o 0 1 1}3£o 0 1 1}
0O 0O 6|-6 0O 0 O0|-12
29) Si a=0, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de un parametro:
-2 0 0]-1 ow=-1 x=1/2 x=1/2
0 01| 1| {Z:l = {Zzl = Jy=a
O 00| O z=1

3°) Sia=1, el sistema es incompatible:

0 -2 1|-1
[O 3 1 1}
0O 0 0] 3
4°) Sia #-2,a #0ya #1, el sistema es compatible determinado:
(a 2+a-2)x-2ay+az=-1 }

3a 3
2 = - —_— - —
(a +28.)y+Z 1 = 7= a(a-l) = = a1 =

(a 2-a)z=3a

3 _al3 _a4 a-4
2 —1_5—1_ — — —
= (a **2a)y=1-z=1- 371 =731 ~a1 = )~ a@2)(al) =
2(a-4) 3a
= (a+2)(a'l)X:-1+2ay-aZ:-l+ (a+2)(a_1) a1 =
_ -a2+a-2a+2+2a-8-3a 2-6a _ -4a 2-5a-6 _ -(4a 2+5a+6)
= @+2)(@ 1) “@2)@l) T (@) 2@1) 2
1 2af-1af; 3af-1af,
2 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem 0s que despejar.

3 32.6.24f,



JuNl O DE 2012. PROBLEMA A2.

Los puntos P(0,-1,3), Q(3,0,1) y R(2,3,3) son tres vértices de un rombo. Encuentra el cuar-
to vértice. (2 PunTO3
Averiguamos la posicién relativa de los vértices de | rombo:

d(P,Q)= 1/(3-0) 2+(0+1) 2+(1-3) 2=\/9+1+4=4[14
d(Q,R)= 1/(2-3) 2+(3-0) 2+(3-1) 2=\/1+9+4=414
d(P,R)= /(2-0) 2+(3+1) 2+(3-3) 2=1[4+16+0=2+5

Q(3,0,1)
P(0,-1,3) R(2,3,3)
S(x.y.2)
A continuacion puede seguirse uno de los siguientes métodos:
PRIMER METODO
R R x=-1 x=-1
[PS ]=[QR] = (x,y+1,z-3)=(-1,3,2) = {y+1:3 = {yzz
z-3=2 z=5
SEGUNDO METODO
[QSI=[QRTHQP = = (x-3,y,z-1)=(-1,3,2)+(-3,-1,2) =
X-3=-4 x=-1
= (x-3,y,2-1)=(-4,2,4) = {y=2 = {FZ
z-1=4 zZ=5
TERCER METODO
Si M es el centro del rombo, como es el punto medio del segmento
PR, sus coordenadas son: M(1,1,3).
Como M es también el punto medio del segmento QS, s e tiene:
3;x —1
3+x=2 x=-1
0+
ooy L % L
1+z=6 zZ=5
1+z
7 =3



JUNIO DE 2012. PROBLEMA AS.
Calcula las siguientes integrales indefinidas:

f (2x+1)-e *x.dx vy fxzd;g))((3 (2 PunTO3

PRIMERA INTEGRAL

f@x+1)e *.dx="'-@2x+1)e X-2.e X+C=(-2x-1-2).e X +C=-(2x+3)-e X +C

S| D I
+ | 2x+1 | eX
- 2 -e X
+| 0 e
Comprobacion:
[(-2x-3)-e xX]'=-2.e X+(-2x-3)-e X .(-1)=(-2+2x+3)-e X =(2x+1)-e X

SEGUNDA INTEGRAL
Como se trata de una integral racional, calculamos las raices del
denominador:

2 RG22 +4 { =-3
2 = = Ix

X2+2x-3=0 = x= > -1

Por tanto:

-4 B -4 A B A-(x+3)+B-(x-1)
X2+2x-3 ~ (x-1)(x+3) %1 *x+3° X2+2x-3 =

s A=A (x+3)+B-(x-1) N {S' x=1  =-4=4A = A=-1

Si x=-3 = -4=-4B = B=1

En consecuencia:

-4-dx -1 1 1 1 2
fxz+2x-3 =fx-1 ‘dx+ fm'dx =" fﬁ'd’“ fm'dﬂ

=- Injx-1]+  Inx+3[+C

Comprobacion:

Il l+Inlx+30)= 1 + 1  -x-3+x-1 4
(-Injx-1|+In[x+3[)'=- x-1 7 x+3 7 (x-1)(x+3) T X2+42x-3

1 Esta integral se hace por partes. Las integrales e fectuadas en la columna | son casi in-
mediatas de tipo exponencial. Se puede simplificar su calculo con el cambio: -x=t, -dx=dt.

2 | as dos integrales son casi inmediatas de tipo log aritmico.



JuUuNl O DE 2012. PROBLEMA A4.

Dada la siguiente funcién, demuestra que existe un valor ae(1,3) tal que f( o)=3. Menciona
los resultados tedricos empleados y justifica su us o:
T
2-sen ( §-x)

2XCOS( ™) 3T AT
: : 2
Silu=2-sen (%X 2) y=2 X:€0s( mx?) y w= \3/x2-4x+11, entonces:

u , u'vw-u(v'w+vw')

f= V-W :>f: V2VV2

f(x)= (3 Puntos)

Como Dom(u)=Dom(v)=Dom(w)=R, v>0 (ya que una funci6 n exponencial
es siempre positiva) y w>0 (ya que x 2-4x+11>0), entonces Dom(f)=R.
Como, ademas, Dom(u')=Dom(v)=Dom(w")=R, también Do m(f)=R:

e U'=2-COS (%x 2)- (%-ij

: 2
ovi=p Xc€OS( mX )-[cos( nx2)-x-sen( 7nx2)-2 wx]:In 2
o W'= %-(X 2-4x+11) 213 .(2x-4)

Por otro lado:
2-sen(9 mn/2) 2

230059 ). 3G IoFIT 2 2

2sen( m/2) 2

—2-1.
poos n. 3[T4+11 2 2

* % %

f(3)= =8

f(1)= =2

Como la funcion f satisface las condiciones del teo rema de Lagran-
ge, existe o en (1,3) tal que:

_ f(3)-f(1) _82 _6_
=~—"31 =2 =273

f'( o)

En efecto:
12) f es continua en [1,3] por ser derivable
en R.

22) fes derivable en (1,3) por serlo en R.

1 podemos evitarnos el calculo de la derivada de la funcién reduciéndonos al de sus elemen-
tos.



JuNni o DE 2012. PrROBLEMA B1.

Encuentra los valores de t eR para los que la siguiente matriz no es regular:
t 1 2
A= t+1  t+1 1 (2 puntos)
1-t 0 t-1

Desarrollamos el determinante:
t 1 2

A= [+l t+l 1 =t(t+1)(t-1)+(1-t)-2(t+1) (1-t)-(t+1)(t-1)=
1-t 0 t-1
=(t-1)-[t(t+1)-1+2(t+1)-(t+1)]=(t-1)(t 241-142t4+2-t-1)=
=(t-1)(t  2+2t)=t(t+2)(t-1)
Si la matriz A no es regular, su determinante es ce ro:

IAI=0 = t(t+2)(t-1)=0 = t=0, t=-2, t=1



JuNl O DE 2012. PROBLEMA B2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(0,-2,1) y corta a las
rectas:
2x+y-z+2=0 X+l _y+4 z+l
:{x-y-z+1:O y s =1 =95 =3 (3 PunTO3

Sean X e Y los puntos de corte de la recta que busc
respectivamente.

_{2x+y-z+2:0
'=\x-y-z+1=0

P, -2,1)

La recta XY y la recta r determinan el plano T

amosconrys,

Como el plano 7 pertenece al haz de planos de arista la recta r,

tiene por ecuacion:

n=a(2x+y-z+2)+b(x-y-z+1)=0

Como el punto P(0,-2,1) esta en el plano 7, satisface su ecuacion:
a(0-2-1+2)+b(0+2-1+1)=0 = -at2b=0 = a=2b =
= 2b(2x+y-z+2)+b(x-y-z+1)=0 = b(4x+2y-2z+4+x-y-z+1)=0 é

= m=5x+y-3z+5=0
Como el punto Y esta en la recta s:

Y(-1+ a,-4,-1+2 o)

Como el punto Y esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

5(-1+ a)-4-3(-1+2 o)+5=0 = -5+5 a-4+3-6 at5=0 = o=-1 =

= Y(-2,-4,-3) = [PY ]=(-2,-2,-4) — XY =

X _y+2 z-1
2

lva que b #0. Si b=0, entonces a=0; pero ay b no pueden ser s imultaneamente nulos.

-6-



JuNnl O DE 2012. PROBLEMA B3.

Demuestra que la derivada de la funcién f(x)=x sen x se anula en algun punto del intervalo
abierto (w2, m). Menciona los resultados tedricos empleados y jus tificasuuso. (2 PunTto$
Primero derivamos la funcién 1;

f(X):X senx:esenx-ln X :>f'(x):e sen x:In X-[sen x-In X]':

=x senx. (cos x-In  x+ se)r(l X)
* % %
Como la funcién f' satisface las condiciones del te orema de Bolza-
no2, existe o en el intervalo abierto ( n/2, =) tal que f'( o)=0.

En efecto:
12) f'( w/2)-f( 7)<0:

1 T 2

' = 1. . T, = =5 —=
o f'( w2)=( =/2) [O In 2+n/2j 2 1>0.

o f( Tc)=n0-(-1-ln n+%=-ln 7 ~-1,14<0.

22) f' es continuaen [ /2, T
e [n/2, n] cDom(f)= Dom(f)=(0,+ ).

e Sia <[ n/2, =

A . sen X sen a\__,
lim_ f'(x)=lim xsenx.|cos x:In  x+ =asena. | cos a:In at =f'(a)
X—a X—a X a

1 pyede derivarse directamente, sin necesidad de tra nsformarla en una funcién exponencial,
aplicando el método de derivacion logaritmica.

2 como f( w/2) #f( m), no aplicamos el teorema de Rolle.

-7-



JuNl O DE 2012. PROBLEMVA B4.

Dadas las funciones f(x)=5-x 2y g(x)=4/x 2 calcula el area de la region del plano encerrada
entre las graficas de f(x) y g(x). (3 Puntos)

Como las funciones son pares, nos reduciremos a la parte positiva
del eje de abscisas:

1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:

:5_ 2 4
{;/:4/))(( 2 = 95X Z:F — 5X 2-x 4=4 — X 4-5x 2+4=0 —

=72 T x2=1 7 x=+1

_y 2-51[25-16 _ 533 {x2=4 {x=i2
-2

2°) Averiguamos entre 1y 2 qué funcidén esta por encim ay quée fun-
cién esta por debajo 1
X ‘ Y1 ‘ Yo
3/2 | 11/4=99/36 | 16/9=64/36

39) Calculamos el area:

3
8 1 8 1 7 2 4
= (10- §+2)- (5- §+4)=12- 3" 9+§=3- 3°3 = A= 3

1 observa que entre 0 y 1, al no estar definida la f uncion g en el origen de coordenadas,
las funciones f y g no encierran ninguna region del plano. Esto puede verse més claramente
dibujando sus graficas.



