SEPTI EMBRE DE 2007. PROBLEMA Al.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales
suélvelo en los casos en que es compatible:

dependiente del parametro real a y re-

X+ 2y+ az= 0
{ax+(3a—1)y+(1+a 2)z= 2 (3 PunTO3
X+ 2y+(a 2-a)z=a-2
Aplicamos el método de Gauss:
1 2 a 0 1 2 a 0 _ _
[a 3a-1 1+a?| 2 }1 [0 a- 1 L 2} 2, {géfg:o = {g;é a=2
1 2 a2-a |a-2 0 0 a?-2ala-2 ’
Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=0, el sistema es incompatible:
1 2 0] O
0O -1 1| 2
0 0 0|2
2°) Sia=1, el sistema es incompatible 3
1 2 110 1 2 1|0
00 1/2[2%2]0 0 1|2
0 0-1i-1 0 0 01
3°) Si a=2, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de un parametro:
1 2 2|0 x=-4
X+2y+2z=0 X=-4
0112—>{ 7 :){__ = {y=2- a
[o 00 o} y+z=2 y=22 =01
4°) Sia #0,a #lya #2,elsistema es compatible determinado:
x+2y+az=0
5 a-2 1 1
(a-1)y+2=2 } 27z o=z = = 5| >
a(a-2)z=a-2 a(a-2) a a
o~ 1 2a-l _ 2a-1l 2a-l _ 2a-l
= (a-1)y=2-z=2- a- a YT a@@l) " aza Y azal| ™
—ov.az= 2-4a _ 2-4a-a %+a_-a?-3at+2 _ -a2-3a+2
— X=-2y-az= a(a-1) a(a-1) aZ-a = K= aZ-a

1 2af.a.13f; 33f-19f,

2 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem

3 Observa gue hay que seguir aplicando Gauss hasta o

4 3af+00f,

S Como ya se han estudiado los casos en los que se a
tas que vamos a despejar ahora, podemos hacer esto

cular los valores del parametro que
0s que despejar.

btener un sistema escalonado.

nulan los coeficientes de las incogni-
tranquilamente.



SEPTI EMBRE DE 2007. PROBLEMA AZ2.
Los puntos P 4(1,0,1), P »(2,-23)y P 3(-1,1,3) son tres vértices de un cuadrado. Encuentr

el cuarto vértice. (2 PunTO3

Averiguamos primero 1 la posicion relativa de los vértices del cua-
drado:

d(P 1,P 2)=+/(1-2) 2+(0+2) 2+(1-3) 2=\[1+4+4=3

d(P 5P 3)=[(-1-2) Z+(1+2) 2+(3-3) 2=1/0+9+0=3/2

Por tanto, el cuarto vertice es el opuesto a P 1:
P,(1,0,1) P,(2,-2,3)
P5(-1,1,3) P4(X,y,2)
A continuacion puede seguirse uno de los siguientes métodos:

PRIMER METODO

. . x+1=1 x=0
[P {PFIP 3P} = (1,-2,2)=(x+1,y-1,z-3) = {Y- 2 = {y=-1
2 _

SEGUNDO METODO

[PPHP 1PEIP 1PL = (1,-22+(-21,2)=(x-1y,z-1) =
x-1=-1 x=0
= (-1,-1,4)=(x-1,y,z-1) = {)F-l = {Y:'l
z-1=4 z=5

TERCER METODO

Si C es el centro del cuadrado, como es el punto me dio del segmen-
to P ,P3, sus coordenadas son: C(1/2,-1/2,3).
Como C es también el punto medio del segmento P 1P4, se tiene:
x+1_1
2 72
x+1=1 x=0
y+t0 _ 1 _ _
2 — 2 = y_'l = y_'l
z+1=6 z=5
z+1 _3
5 =
1 Este ejercicio ha sido corregido. En la version an terior, al no tenerse la precaucion de
averiguar la posicion relativa de los vértices dado s, dando por supuesto que eran consecu-

tivos, el problema estaba mal resuelto.

a



SEPTI EMBRE DE 2007. PRrROBLEMVA Bl1.
Dada la matriz A, encuentra dos matrices B y C, de
rango de A-B sea 2y el rango de A.-C sea 1:

100
A‘(o 1 o)

CALcuLO DE B:

Como B es una matriz 3 x2, es de la forma:

ab
B:{c d}
e f

b
wo-(5 3 B (2 o128

Calculamos A-B:

Para que se cumpla que rg(B)=2 y rg(A-B)=2, basta e
metro adecuadamente. Por ejemplo: a=1, b=0, c=0, d=

10
StH a5 9)

x2, es de la forma:

ab
e f

ab
(100 (a b
wes 9 9)[c a2 5)
Para que se cumpla que rg(C)=2y rg(A-C)=1, basta e
metro adecuadamente. Por ejemplo: a=1, b=0, c=0, d=

10
01

CALCULO DE C:
Como C es una matriz 3

Calculamos A-C:

ne-(3

tamafio 3 x2 y de rango 2, tales que el

(2 PunTO3

legir los para-
1, e=0y f=0:

legir los para-
0,e=0y f=1:



SEPTI EMBRE DE 2007. PROBLEMA B2.
El plano 7 es el que pasa por los puntos P 1(-3,0,0), P >(1,-1-1)y P
los dos puntos de la recta r que estan a distancia 1 del plano i

_X_yl _z+2
'=1="0 =1

3(-1,0,-1). Encuentra

Como [Pﬁ’?]:(4,-1,-1) y [P ?DQZ(Z,O,-l), la ecuacién del plano
es:
X+3 y z
4 -1 -1 =0 = x+3+2y+2z=0 = x+2y+2z+3=0
2 0o -1

Calculamos las ecuaciones paramétricas de la recta

X=a
X y-1 z+2
T:_yO :—_1 -0 D {yzl
z2=-2- o

Si X es un punto de larectarr:

X(a,1,-2- )
Como la distancia del punto X al plano wes 1l
_ | a+2-4-2 o+3| [1- o
1- =3 o=-2 {X(-2,1,0)
1-0=-3  |la=4  X(41,6)

a|=3 =

(3 PunTO3



SEPTI EMBRE DE 2007. PROBLEMA C1.
Halla los siguientes limites:

1 1
\Jx i \x+1

PRIMER LIMITE :

1

1
X +\/x+1

m =

)I(»+00 —\,X+2- X+1

lim

&

x-0 In(2x+1)-sen(2x)

X+1

x2__ x2
e _*© (2 PunTO3

o) (2 )

\X+2 \/x+1 \/x+2 \/x+1

e Tt _

X=\

o0 X+2-x-1

Xt (\/Xx+2- A[x+1)( \/x+2+\/x+1)

x+2 x+1 x+2
X*>+OO X+l

2
1+;
=i \/1+ +\/1+ + —+1 [=1+1+1+1=4
X—>+
1+
X
SEGUNDO LIMITE:
2 x2 2 X 2
lim e* e 3 im 2x-e X “+2x-e ¥ 4
50 In(2x+1)-sen(2x) T %50 2 -
X X W-ZCOS(ZX)
2 x2
Y X o™X )(2x+1) 5
= 1Mo "2-2(2x+1)cos(2x) -

= lim [(e X2 e A2x+1)]-lim )

2

2X 3

50 2-2(2x+1)cos(2x)

= 2-IirQH0 -4-cos(2x)+4(2x+1)-sen(2x)

1 Multiplicamos numerador y denominador por el conju

2 Operamos numerador y denominador.

3 Como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi

4 sacamos factor comun en el numerador y multiplicam

S El limite de un producto es el producto de los lim
en dos limites, el primero de los cuales es determi

pital al otro.

gado del denominador.

tal.
os numerador y denominador por 2x+1.

ites de los factores. La descomposicion
nado, simplifica la aplicacion de L'H6-



SEPTI EMBRE DE 2007. PROBLEMA C2.

Demuestra que la funcion f(x)=(x+1)-In(2x 2-x+1) tiene un minimo relativo en el intervalo
(0,1) . Menciona los resultados  teéricos que utilices . (3 Puntos)
1°) Como la condicion necesaria de extremo relativo es que la de-

rivada valga cero, se considera la funcién:
4x-1 4x2+3x-1
of' = 2_ . = - 2_ Al
f'(x)=In(2x X+1)+(x+1) 2ot 1 In(2x 2-x+1)+ 2ot 1
* Dom(f)=Dom(f)=R, ya que:
1+1-
2X2-x+1=0 = x= —ﬂZE = 2X 2-x+1>0
2°) Como la funcién f' satisface las condiciones del t eorema de
Bolzano, existe o en (0,1) tal que f( o)=0.
En efecto:
12) f(0)-f'(1)<0:
) TO)F() 3+In 2
« f(0)=0-1 =-1<0.
o f'(1)=In 2+3>3,7>0.

2% f' es continua en [0,1]:
* [0,1] cDom(f')=Dom(f)=R.

*Sia €[0,1]:
4x2+3x-1 4a2+3a-1
i '(X)= i 2. ———— | = 2. ——=f'
I)l(rDa f'(x)= I)l(rDa (In(Zx x+1)+ 2ot 1 j In(2a “4-a+1)+ >aZ-atl f'(a)
3°) Ahora bien, como f es continua en o, por ser derivable en di-

cho punto, y f' es negativa a la izquierda y positi va a la derecha
de «, entonces, por el criterio de la variacion del sig no de la pri-
mera derivada, f tiene en dicho punto un minimo rel ativo.



SEPTI EMBRE DE 2007. ProBLEMVA D1.
Halla las asintotas de la funcién

)= 73— (2 Puntos)
1°) El dominio de la funcién es (- ©,1) U(l,+ o).

2°) Larecta x=1 es asintota vertical de la funcion:

ima

lim lim 2Cix _ 3
° = —_— = =-
X, y X»i. x-1 0-
X< X<
lim lim 2Cix _ 3 +
° = —_—=— =4+
X, y X»i. x-1 o+
X> X>
39) Larecta y=2x+3 es asintota oblicua de la funcién en+ woy- o
PRIMER METODO
. 2X2+X 1 . 2X .
o K= = = — = = +
k=i Xeiooy I!(Hioo x-1 I!(ﬁ'f‘oo X III)’(nﬁiOO (ZX) %
o Y _ 2x+1 2 . 2X _ . _
m= Iln)-](ﬁioo X~ III)’(nﬁioo x-1 - ! Sto X - III)’(nﬁiOO 2=2
b= | iy 2X 2+X i 2X2+X-2X 242X
= lim ioo[y-mx]— im 12X im 1 =
. 3X 3., 33X
- I!(»ioo x-1 = I!(rgioo X = I”)’(n»ioo 3=3
SEGUNDO METODO
Como se trata de una funcion racional (cociente de polinomios),
puede hallarse la asintota oblicua del siguiente mo do:
2X 24X x-1
-2X 242X 2x+3
3X
-3X+3
3
2X 24X 3 ] ] 3
Y= =2Xt3t 1 = I;(rgioo [y-(2x+3)]= )I(lg}_m <1 -0
1 ox 24x~2x2 y X-1~x en + oy en- . También puede hacerse sacando factor comun la max
potencia de x en el numerador y en el denominador, simplificando a continuacion. O por
L'Hopital. O haciendo la divisién. Incluso directam ente. Lo mismo puede decirse de los dos
limites siguientes.
2 2x+1~2x y X-1~x en + coyen- oo.

3 x-1~x en + coyen- .



SEPTI EMBRE DE 2007. PROBLEMA D2.

Dibuja las gréaficas de las funciones f(x)=x 2y g(x)=sen( %-x). Comprueba que so6lo se cortan
cuando x=0 o x=1. Calcula el area de la region del plano encerrada por las gréaficas de las
funciones f(x) y g(x). (3 Puntos)
1°) Dibujamos aproximadamente las graficas:
N\ 4 :
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| 1 |
Il X" - |
| | ! | |
| | ! | |
| | | | |
l ' l l ' 3
REEANG : 2\/
I |
| |
—————— -1
29) Comprobamos que solo se cortanen Oy 1.
*En Oy 1 se cortan:
y1=x2 X1Y1|Y2
_ T = 0010
yo=sen|5-Xx 111 1
* No se cortan en mas puntos:
*Six<-lox>1l:y 1>ley o<1
*Si-1 x<0:y ,>0ey ,<0.
* Si O<x<1l:y 1 €s convexa ey , €S concava, pues sus segundas
derivadas son y 1"=2>0ey L"=-( w/2)2-sen( mx/2)<0.
3°) Averiguamos entre 0 y 1 qué funcion estd por encim ay qué

funcion esta por debajo 1;

X ‘Y1
12 |14 [\212

40) Calculamos el area:

1 1
_ o) 2lge=2 (.2 [ﬂ. jx_gj:
AL [sen(zx}x de [ncos 5°X 3
(2
=|- —cos
T

1 En este caso este paso no es necesario pues ha sid o resuelto ya.
2 Una integral es de tipo coseno y la otra inmediata
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