SEPTI EMBRE DE 2008. PROBLEMA Al.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

2X+ y- 2z= 0
{2x+(a+1)y = 2 (3 PunTO3
2x+(a+l)y+(a 2-1)z=a+3

Aplicamos el método de Gauss:

2 1 -2 0 2 1 -2 0 2 1 -2 0
2 at1 0 |2 |-'joa 2 |2 |-2/0a 2 |2]|3
2 a+l a2-1 |a+3 0 a a2+l|a+3 0 0 a2-1ja+l
{a:O {a:O
— \(a-1)(a+1)=0 = la=1, a=-1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=-1, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un parametro:
[S 15 g}% {2x+y-2220 _ {ZX:-y+ZZ:2-22+ZZ:2 _
o 0 0lo -y+2z=2 y=-2+2z
x=1
= y=-2+2 a
zZ=a
2°) Si a=0, el sistema es incompatible 4:
2 1-210 2 1-210 2 1-210
0 0 2(2(~°|o 0o 1[1(-®|0o 0o 1)1
0 0-1]1 0 0-1]1 0 0 02

3°) Sia=1, el sistema es incompatible:

2 1-210
[Ol 22}
0 0 02

4°) Sia #0ya #*1, el sistema es compatible determinado:

+y-27=
- a))//+2222—02 = z= arl S N T S
P - (@t(a1l) a1l T al
(a 2-1)z=a+1 (a+l)(a-1)
—9.97=7 2 2a-4 _ 2a-4
= ay=~2-27=2- a1l - a1l — y= a2-a =
o=y 4 Dg= 4-2a + 2 4-2a+2a 4 _ 2
— £X=Y¥eZ=  F@a1l) Tal a1l al@l) — [ aZa
1 2af.1af, 3af.15f,
2 3af-2af,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem 0s que despejar.
4 Observa gue hay que seguir aplicando Gauss hasta o btener un sistema escalonado.
5 2af.1/2,
6 3af+2f,



SEPTI EMBRE DE 2008. PROBLEMA A2.

Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(1,0,1) y no corta al plano
1m1=3x-y-z+1=0 ni al plano que pasa por los puntos Q 1(1,-1,1), Q 2(0,1,-2) y Q 3(-1,0,1).
(2 PunTO3

PRIMER METODO

Como la recta buscada no corta al plano n,, €S paralela a él; por
tanto, el vector caracteristico de dicho plano, u 7=(3,-1,-1), es per-
pendicular a la recta.

Como la recta buscada no corta al plano Q 1QQ;, es paralela a él,
por tanto, el vector caracteristico del plano, [Q Tq /\[Q?Qi, es per-
pendicular a la recta:

—> — r r E - - i . = o —
Q1P AN[Q.Q= |-1 2 -3|=3i+6] +3k=3( +2j +k) —v =(1,2,1)
2 1 0
Como U y v _ son perpendiculares a la recta buscada, un vector di-
reccional de ésta es:
> = = r E > i
W=UAV=(3 -1 -1 |=i-4) 47K
1 2 1
Por tanto, la ecuacién continua de la recta buscada es:
x-1 'y z1
1 74~ 7

SEGUNDO METODO

Como la recta buscada no corta al plano Ty, Se encuentra en el
plano paralelo que pasa por P:

3x-y-z+D=0 = 3-0-1+D=0 = D=-2 = 3x-y-z-2=0

Como la recta buscada no corta al plano determinado por los puntos
Q, Q , ¥y Q 3, estaen el plano paralelo que pasa por P:

x-1 vy z1

-1 2 -3 |=0 = 3(x-1)+6y+3(z-1)=0 = 3Xx+6y+3z-6=0 = x+2y+z-2=0

-2 1 0

La recta buscada es la interseccién de ambos planos

{x+2y+z-2:0 (1 2 1‘2) 1 (1 2 1 2) {x+2y+z:2
3xy-z2=0 3 -1 -1|2)7 WU 1 0/4)7 | 4x+y=4 =
Z7=2-X-2y=2-X-8+8x=-6+7X Xo X _y-4 z+6
= {y=4-4x = y=44 o = 7 ETT
z=-6+7 o

1 2afyqaf



SEPTI EMBRE DE 2008. PRrosBLEMA Bl.
Dadas las matrices A y B, calcula el valor de t par a que se cumpla A-B=B-A:

A:G) t2> y B= G)lJ (2 PunTO$

swan = HE DG DG D=6 G )

— -1+t 2=2t2 =t 2-2t41=0 = t= 2__+\24E:1



SEPTI EMBRE DE 2008. PROBLEMA B2.

Se sabe que los puntos P 12-33)y P 3(0,1,-1) son vértices de un cuadrado C. Halla los
otros dos vértices de C, sabiendo que estan en lar ecta
x-3 +2  z+1
rzT:'\%:T (3 PunTO3

=2 =71 =72 = |y2ta
Pl 2,'3,3) z=-1+2 o
P2:X
M
P,=X P3(0,1,-1)

Sea X cualquiera de los dos puntos que andamos busc ando. Por estar
enr: X(3-2 o,-2+ o,-1+2 ).

A continuacion puede seguirse uno de los dos siguie ntes métodos:

PRIMER METODO

Si M es el centro del cuadrado, como es el punto me dio del segmen-
toP ;P3: M(1,-1,1).

Por tanto:

dM,X)=d(M,P ;) = \(2-2 o) 2+(-1+ ) 2+(-2+2 o) 2=[1+4+4 =

= 4+4 02-8 a+1+02-2 a+4+402-8 0=9 = 9 02-18 =0 = 9 a(a-2)=0 =

a=0 = P ,(3,-2,-1)
a=2 = P 4(-1,0,3)

SEGUNDO METODO
Por ser P ;P,P3P, un cuadrado, los vectores [XP H]] y [XPHQ son per-
pendiculares:

XPJ[XP 3=0 = (2 a-1- o142 o)(2 033 o2 o)=0 =

= 4 02-6 -2 a+3-3 a+o?-3+ -8 a+402=0 =

a=0 = P ,(3,-2,-1)

2. = -Z)=
=904-180=0 =9 a(a-2)=0 = {oc=2 — P 4(-1,0,3)



SEPTI EMBRE DE 2008. ProBLEMA C1.
Halla la integral indefinida

[x2-sen(2x)-dx (2 PunTO$
Puede seguirse uno de los dos métodos siguientes:
PRIMER METODO
5 11, 1 1
fx -sen(2x)-dx = — 75X 2:C08(2X)+ F-x-sen(2x)+  Zz-cos(2x)+C
S| D I
+ | x2 sen(2x)
- | 2x | -cos(2x)/2
+| 2 |-sen(2x)/4
- | 0 |cos(2x)/8
SEGUNDO METODO
2 1
Jx2sen(@x)dx= % [(©2) 2-sen t(dv2)= g [t2-sen tdt=
1 5 4
=§-(-t cos t+2tsen t+2cos t)+C =
1., 1 1
=- g4x ccos(2x)+ z-2x-sen(2x)+  z-cos(2x)+C =
1, 1 1
=—75'X 2:c0s(2X)+ F-x-sen(2x)+  z-cos(2x)+C
S| D I
+|t2| sent
- |2t |-cos t
+| 2 |-sen t
-] 0 |cos t
Comprobacién °:
1, 1 1 '
- 3°X £:C0s(2x)+  F-x-sen(2x)+  z-cos(2X) =
2 1 1 2
=-X-C0S(2X)+x -sen(2x)+  5-sen(2x)+x-cos(2x)- 5-sen(2x)=x  <-sen(2x)
1 Hacemos esta integral por partes. Las integrales r ealizadas en la columna | son casi in-
mediatas de tipo seno y coseno.
2 Hacemos primero el cambio de variable: 2x=t = 2.dx=dt.
3 Después del cambio, resulta mas sencillo el calcul o de las integrales de la columna |
pues son inmediatas de tipo seno y coseno, pero el problema resulta ser mas largo.
4 peshacemos el cambio.
S Si no resulta muy dificil el calculo de las deriva das, es conveniente hacer la comproba-

cién para cerciorarnos de que la integral esta bien hecha.



SEPTI EMBRE DE 2008. PROBLEMA C2.
Dada la funcion f(x)=(1-x 2)-cos( mx), demuestra que existe ae(l,2) tal que f( o)=-2. Mencio-

na los resultados tedricos que utilices. (3 Puntos)
Primero se deriva la funcién:
o f'(x)=-2x-cos( nX)- m(1-x 2)sen( mX)
* Dom(f')=Dom(f)=R
A continuacion se puede seguir uno de los siguiente s métodos 1:

PRIMER METODO

Como la funcién f' satisface las condiciones de la propiedad de
Darboux, existe o en (1,2) tal que f( o)=-2.
En efecto:

18) f(1)>-2>F(2):

« F(1)=2>-2 ’ T‘\f o 2

. f(2)=-4<-2 o 1 u

22) f' es continua en [1,2]: '{\1" y=-2
[1,2] cDom(f)=Dom(f)=R. B
eSia  <[1,2];

Iirga f'(x)=lim a l2xcos( mx)- m(1-x 2)sen( mx)] =

=-2a-cos( ma)- n(l-a 2)sen( ma)=f(a)
SEGUNDO METODO

Como la funcion 2 g(x)=f'(x)+2 satisface las condiciones del teore-
ma de Bolxano, existe o en (1,2) tal que g( o)=0.
Ahora bien:

g(W)=0 =f( a)+2=0 =f( a)=-2

En efecto:
1) 9(1)-9(2)<0:
*g(1)=4>0
* 9(2)=-2<0
22) g es continua en [1,2]:
«[1,2] cDom(g)=Dom(f)=Dom(f)=R. -2
«Sia <[1,2]:
lim g(xX)=lim _ [-2x-cos(  mx)- w(1-x 2)sen( mx)+2] =
X—-a X—-a
=-2a-cos( ma)- n(l-a 2)sen( ma)+2=g(a)
1 Eneste ejercicio no se puede aplicar facilmente n i Lagrange ni Rolle, a no ser que haya
una errata en el enunciado del problema. Por ejempl 0, que f( o) sea -3 o que el intervalo
sea (0,2).
2 s hay que probar que existe o tal que f( a)=-2, es decir, tal que f( o)+2=0, hay que
considerar una funcion que se anule en x= o. Esa funcion es g(x)=f'(x)+2.

-6-



SEPTI EMBRE DE 2008. PrRoBLEMA D1.

Halla los siguientes limites
149( 3
lim [ cos(2x) ] lsen x2 v iy oy TG D (2 Puntos)
PRIMER LIMITE :
| 5 l/sen x2 4 i @sen x2 [c0s(2x)-1] E
(m [ cos(2x) ] = lim =
. cos(2x)-1 . cos(2x)-1 . -2-sen(2x)
B e|>'< 0 sen x2 3 e|>'< 0 X2 4 e'@o 2X 5
. -2:2X .
el i, (2)
= = —-e -2

SEGUNDO LIMITE:

0 ) s 2] )

li o = i = lim
x>12  In(4x 2) XM/ 8x X—1/2
4x2
T T T T
=- & + 22 1=. S.2=- -

8 (1 9 j 82" 1
1 como sale la indeterminacion 1 ®, aplicamos la férmula del nimero e. También puede hacerse
transformando esta funcién potencial-exponencial en una funcién exponencial.
2 £ limite de una potencia es igual al limite de la base elevado al limite del exponente.
3 En x=0, sen X2~X2,
4 Como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi tal.
S En x=0, sen(2x) ~2X.



SEPTI EMBRE DE 2008. PROBLEMA D2.

Halla los puntos en que se cortan las funciones  f(x)=x(x+2) y g(x)=x3, y calcula el é&rea de la
region del plano encerrada entre sus graficas . (3 Puntos)
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
y=X(x+2) , x=0
+92%=x 3 3.y 2.9y= 2.%-2)=
{yzxg =X SH2X=X 3 2 X 3X 22x=0 2 X(X 2x2)=0 = o 5g
_ 1w/1+8 143 X=2
=X T2 T2 T k=1
2°) Averiguamos entre -1 y O y entre 0 y 2 qué funcién esta por

encimay qué funcién esté por debajo:

-1/2 | -3/4 | -1/8

39) Calculamos el area:

A:IJ_ (X 3-X 2_2x)dx+ j(;(x 2+2x_x 3)dx :(T- ?_2 7Zj-1 +(?+2_ 7_ T) —

1 1 8 5 8
=0- (Z+§-1)+(§+4-4}O: ﬁ+§:



