SEPTI EMBRE DE 2009. PROBLEMA Al.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

(a-1)x+2ay+3z= O (3 PunTO3

(a-1)x+ ay+2z= -1
{(1-a)x+ az=a 2+1

Aplicamos el método de Gauss:

a-l a 2| -1 L a-l a 2 |-1 ) a-1 a 2| -1 3 a-1=0 =1
a-l 2a 3| O 0O a 1 1 0O a 1 1 Z<a=0 — sa=0
l-a 0 a|a2+l 0 a 2+aja? 0 0 at+l|a2-1 a+1=0 a=-1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=-1, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un parametro:
- - - =1+
2 1 211 -2X-y+2z=-1 -2X=-1+y-2z=-1-1+z-2z X=1+0/2
0 -1 1 1| y+z=1 — y=-1+7 = 1y=-1+ a
0O O 0] O Z=q
2°) Si a=0, el sistema es incompatible 4:
-1 0 2|1 -1 0 2|1
00 11|00 1|1
0O 0 11 0O 0 0f-2
39) Sia=1, el sistema es incompatible 4.
012-16012-1 0 1 2|1
01 1| 1[0 0-1| 2|0 0 -1| 2
0 0 20 0 0 20 0O 0O 0O 4
4°) Sia #0ya #*1, el sistema es compatible determinado:
(a-1)x+ay+2z=-1 5
_ 8 as-1 (a-1)(a+l)
ay+z=1l ; =z= = —al = =
(a+l)z=a 2-1 atl a+l
2-a
= ay=1-z=1l-a+1=2-a =V 3 >
2-a 1+a
= (a-1)x=-1-ay-2z=-1-a- T-Z(a—l) =-1-2+a-2a+2=-1-a = K= 1g
1 2af-1af, 3af+15f,
2 3af-2af,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que hay q ue despejar.
4 Observa gue hay que seguir aplicando Gauss hasta o btener un sistema escalonado.
S 3af25f,
6 2af.1af,
7 38f+2.25,
8 como ya se han estudiado los casos en los que se a nulan los coeficientes de las incogni-
tas que vamos a despejar ahora, podemos hacer esto tranquilamente.



SEPTI EMBRE DE 2009. PROBLEMA A2.

Se considera la recta s que pasa por el punto P(0,2 ,1) y es perpendicular a la recta de
. _ [x-y-z=0
ecuacion r z{x-4y+22+9:O . Encuentra el punto de corte dery s. (2 PunTto$

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r:

X-y-z=0 (1 -1 10 ( -1 1 0}(1 -1 1 0)
{x4y+22+90 —~ 1 -4 219 -3 0 -1 3)7

{x y-z=0 {x y+2=3+2z xi;tZa Q(3,3,0)
-y+z=-3 y=3+z = 32’:(1 ¢~ Vel
S
P(0,2,1)
v=(2,1,1)

® r

Q(3,3,0) X
A continuacion se puede seguir uno de los siguiente s métodos:

PRIMER METODO
Como X es un punto de la recta r: X(3+2 o,3+ o, o).
Como las rectas r y s son perpendiculares:
[XP] LV = [XP]v =0 = (-3-2 a,-1- ol a)(2,1,1)=0 =
= -6-4 o-1- atl-0=0 =6 a=-6 = oa=-1 = X(1,2,-1)

SEGUNDO METODO

Hallamos la ecuacién del plano que es perpendicular alarectary
gue pasa por el punto P:

2x+y+z+D=0 = 0+2+1+D=0 = D=-3 = 2x+y+z-3=0
Como X(3+2 a,3+ a, o) esta en dicho plano, satisface su ecuacion:

2(3+2 a)+3+ ata-3=0 = 6+4 at20=0 =6 a=-6 = a=-1 = X(1,2,-1)

TERCER METODO

La proyeccion del vector [QP H]:(-3,-1,1) sobre v 7=(2,1,1) es [QX H]:
Pl.v_ > _-6-1+1
[QX]— [Qv]v V=14 (@1LY)= -14(2,1,1)=(-2,-1,-1)
Por tanto, si X(x,y,z):
N X-3=-2 x=1
[QX]=(-2,-1,-1) = (x-3,y-3,2)=(-2,-1,-1) = {y-_Bi-l = {yle
1 2af.qaf,
2 2a£.1/3.



CUARTO METODO
Si X(3+2 «,3+ a, ) es un punto cualquiera de la rectar:

d(P.X)= /(3+2 &) 2+(1+ o) 2+( a-1) 2=

=\[9+402+12 041+ 02 +20+02+1-2 o=\ 602+120+11

De todos los puntos de la recta, buscamos aquel cuy a distancia a P
es minima. Por tanto:

d=A/602+120+11 = D=d2=602+120+11 = D'=12 o+12=0 = a=-1
Ahora bien:

D"'=12 = D"(-1)=12>0 = d tiene un minimo en a=-1 = X(1,2,-1)

QUINTO METODO

Como X pertenece a la recta r: X(3+2 o,3+ a, o). Y como es el unico
punto de dicha recta tal que el triangulo PXQ es re ctangulo, aplica-
mos el teorema Pitagoras:

P@E=PX2+QX = (3-0) 2+(3-2) 2+(0-1) 2=(3+2 a-0) 2+(3+ a-2) 2+(oa-1) 2+
+(3+2 a-3) 2+(3+ a-3) 2+( a-0) 2 = 9+1+1=9+12 o+dol+1+20a+02+02-2 a+l+
a=0 = X(3,3,0)

+402+02+02 = 2+ + +1)=
doct+ol+aé = 11=12 os+12a+1l =12 o at+l)=0 = {ocI-l — X(1,2-1)

Como el primer punto es el punto Q 1, la solucién es X(1,2,-1).

1 observa gue el punto Q satisface la ecuacion que p lanteamos, ya que PQ 2=pQ@+QQ.



SEPTI EMBRE DE 2009. PROBLEMA B1.

, 11 1 1 2
Dadas las matrices A= (O 1 _2>yB: 10 i,calcula rang(A-B) y rang(B-A). (2 PUNTO$
RANGO DE A-B:
1 2
111 (2 2y1(1 1y2/.11 _
A'B‘(O 1 -2)' ['10 ﬂ‘(—l -1)" (—1 -1)" (0 0) = rang(A-B)=1
RANGO DE B-A:
1 2y 4 4 1y (1 1 3y, 1 1 -3 1 1 -3
B.A=|-1 1.(0 1_2):-1 2 3|3]0o 3 6|40 1 2|35
0 1 o 1 -2 o 1 -2 o 1 -2
1 1 -3
~ 8 é -20 = rang(B-A)=2
1 181272,
2 234121,
3 2314121,
4 2af.1/3,
S 3af-2af,



SEPTI EMBRE DE 2009. PROBLEMA B2.

X+y+z-4=0
Dado el punto R(1,-1,2), encuentra los puntos P y Q de la recta r E{X+2y+22_620 tales que
PQR sea un triangulo equilatero. (3 PunTO3
Hallamos primero las ecuaciones paramétricas de la rectar:
X+y+z=4 (1 1 1 4) 1 (1 1 1 4) X+y+z=4
x+2y+2z=6 1 2 2/6)° 0 1 1|2) 7 |y+z=2
4 4-2+ 2 =2
X=4-y-z2=4-2+z-7= o
{y=2-z y=2- o
Z=o
R(1,-1,2)
2X
r
P v X C
A continuacion puede seguirse uno de los dos siguie ntes métodos:

PRIMER METODO
Para calcular el punto M, hallamos 2 primero la ecuacion del plano
perpendicular a la recta r que pasa por el punto R:

-y+z+D=0 = 1+2+D=0 = D=-3 = y-z+3=0

Como M esta en la recta r: M(2,2- a, o); Y como pertenece al plano
gue acabamos de calcular, satisface su ecuacion:

y-z+3=0 = 2- a-a+t3=0 =2 a=5 = a=5/2 = M(2,-1/2,5/2)

Ahora bien, si X esta en r: X(2,2- o, a).YsiXesPoQ 3

dX,R)=2-d(X,M) = /1+(3- o) 2+(0-2) 2=2-/0+(5/2- o) 2+(a-5/2) 2 =
= 149-6 a+o2+02-4 a+4=4(25/4-5 oa+ol+a2-5 a+25/4 =
= 2 02-10 a+14=8 02-40 a+50 = 6 a2-30 a+36=0 = o2-5 a+6=0 =
. 54_-\/225ﬁ 541 {oc=3 = P(2,-1,3)

-2 a=2 = Q(2,0,2)

1 2afqaf,
2 Enel problema A2 se explican otros métodos para c alcular M.
3 Como P y Q son los Unicos puntos X de la recta que verifican que d(X,R)=2-d(X,M), ambos

saldran al resolver dicha ecuacion.



SEGUNDO METODO
Calculamos la longitud del segmento RM, esto es, la distancia del
punto R alarectar:

Q7K
— = -1 -3 2 - o o
[SR]Av] || O -1 1 |- 4+ K| A[1+1+1

RM=d(R,r)= v 0TI = NG 2
Por Pitdgoras, en el tridngulo rectdngulo RMQ:
RE=RM+MQ@ = 4x 2=3/2+x 2 = 3x 2=3/2 =x 2=1/2 = x=1/ 1[2 = RQ=2/[2=4/2
Si X es un punto de larectar:
X(2,2- o, a)

Buscamos los puntos X de la recta r cuya distancia laRes /2

d(R,X): '\/E = \/1+(3' O(,) 2+( ()(,'2) 2:—\/§ :>1+9_6 O(,+O(,2+O(,2-4 O(,+4:2 —
- +
— 2 02-10 q+12=0 = 02-5 q+6=0 = q= 5_+\/225 24 :551 .
{azs — P(2,-1,3)
a=2 = Q(2,0,2)

1 También podria haberse elegido la propiedad d(X,M) =1/ 2, pero, entonces, seria necesario
calcular las coordenadas del punto M.



SEPTI EMBRE DE 2009. PROBLEMA C1.

Halla las integrales indefinidas:
2dx dx 5 p
fxz_4 y f1+\/§ ( UNTO$

PRIMERA INTEGRAL
Como se trata de una integral racional, calculamos las raices del
denominador:

X2-4=0 = X 2=4 — x= 2

Por tanto:

2 1 A _A-(x-2)+B-(x+2)
X2-4 ~ (X+2)(x-2) ~Xx+2 +x 2 - X2-4

Si x=-2 = 2=-4A — A=-1/2
Si x=2 = 2=4B = B=1/2

= 2=A:(X-2)+B(x+2)
En consecuencia:

2dx _ (-1/2 1/2 1 (1 101 1
fx2-4 = )z dx ij X =- 3 xagdxt g Jxgdx =

—-%-In|x+2|+ %-In|x-2|+C

Comprobacion:
-X+2+X+2 2

1
X2 T 2(x+2)(x-2) T x2-4

1 1 101
(— 5 Inx+2[+  5-In|x-2] ) = 5337 t5

I\JI—‘

SEGUNDA INTEGRAL

jdx 2 (A% 23 g -2 [(S-=2t-2niec=  *

1+\/; 1+t

=2/x-2:In( ~[x+1)+C

2t t-tl
-2t-2 2
-2

Comprobacion:

- 2 24x _ 1 1
A T ot D
N EN
T D) =t

1 | as dos integrales son casi inmediatas de tipo log aritmico.
2 Hacemos el cambio: x=t 2 = dx=2t-dt.
3 Como se trata de un cociente de polinomios y el gr ado del numerador es igual que el del

denominador, hacemos la division.
4 Deshacemos el cambio.



SEPTI EMBRE DE 2009. ProsLEMA C2.
Dada la funcion f(x)=x In x demuestra que existe ae(l,e) tal que f( o)=1. Menciona los re-
sultados tedricos que utilices. (3 PUNTOS)

Primero se deriva la funcion:
of(X)=x In x :1 eInxin x=g(n x)2 —

. x In x
= f'(x)=e (n x2[(In x)2'=x " x.2.n  x-1/x= 2:n x-x N X

X
Dom(F)=Dom(f)=  2(0,+ o)
A continuacion se puede seguir uno de los siguiente s métodos:
PRIMER METODO
Como la funcién f satisface las condiciones del teo rema de Lagran-
ge, existe o en (1,e) tal que:
, _ f(e)-f(1) _ene1inl 110 g1 €
(. o)= e-1 =~ e1 ~el1 ~e1 !
En efecto: 1
12) f es continua en [1,e] por ser derivable en 5
(0,+ o).
22) fes derivable en (1,e) por serlo en (0,+ ).

SEGUNDO METODO
Como la funcién 3 g(x)=f(x)-x satisface las condiciones del teorema
de Rolle, existe a en (1,e) tal que g'( o)=0.
Ahora bien: o 1 a e

g( 0)=0 =f( o)1=0 =f( a)=1 N
En efecto

12) g(1)=g(e):
+g(1l)=1 I 1.1=10-1=0
*g(e)=e Ine-e=e l-e=0

22) g es continua en [1,e] por ser derivable en (0,+ ).
32) g es derivable en (1,e) por serlo en (0,+ ).
1 como f es una funcion potencial-exponencial, puede escribirse como una funcién exponen-
cial. Esto facilita el célculo de su derivada, si n o tienes que aplicar el método de deri-
vacion logaritmica.
2 g dejas f como te la dan, esto es, como una funci 6n potencial-exponencial, recuerda que
su base debe ser positiva. Si la has escrito como u na funcién exponencial, recuerda cual es
el dominio de la funcién In.
3 s hay que probar que existe o tal que f( o)=1, es decir, tal que f( o)-1=0, hay que
considerar una funcion cuya derivada se anule en x= o. Esa funcion es g(x)=f(x)-x.

-8-



TERCER METODO

Como la funcién f' satisface las condiciones de la propiedad de
Darboux, existe o en (1,e) tal que f( o)=1.
En efecto:
12) f'(1)<1<f'(e):
. .1 In1
Pz 2 117 11 —0<1
. .eIne
cfe)= 2N een® =< :%ezz>1

22) f' es continua en [1,e]:
* [1,€] cDom(f')=Dom(f)=(0,+ ).
*Sia €[l.e]

2.n x-x In x 2In a-a In a
X - a

=f'(a)

lim_ f'(x)=lim
X—-a X—-a

CUARTO METODO
Como la funcion 1 g(x)=f'(x)-1 satisface las condiciones del teore-
ma de Bolzano, existe a en (1,e) tal que g( o)=0. Ahora bien:

g(W=0 =f( a)-1=0 =Tf( o)=1

En efecto:
12) g(1)-g(e)<0: %
. 1M1mz o AFr———— |
° g(]_): 2'”+-1:O-1:-1<0 C ]._/
| e
. elne : o
gl 2 TP 4o 28 gop1-150 -1 * g

22) g es continuaen [1,e]:
*[1,e] cDom(g)=Dom(f')=Dom(f)=(0,+ ).

«Sia <[le]:
i i 2.0n x-x Inx 2.n a-aln a
lim, ge=lim | [=—————-1= =5~ —-1=g(a)
Por Bolzano , existe a en (1,e) tal que g( o)=0. Ahora bien:
g(a)=0 =f( wo)-1=0 =f( o)=1
1si hay que probar que existe o tal que f( a)=1, es decir, tal que f( a)-1=0, hay que con-
siderar una funcion que se anule en x= o Esa funcion es g(x)=f'(x)-1.

-9-



SEPTI EMBRE DE 2009. PROBLEMA D1.

Demuestra que la derivada de la funcién f(x)= \/xes( ™/2)  se anula en algln punto del inter-
valo (1,3). Menciona los resultados teéricos que ut ilices. 2 PunTto$

Primero se deriva la funcioén:

cos( nx/2) cos(_mx/2) N x i-cos( x/2)In  x
* f(x)= \/W:l X 2 =€ ? =€? ' =
. :
=. x/2)-1
s F0= ez cos( my2)In - x. @-cos( %-x)-lnx j =

—A [Xcos( X/2) % (COS( %-x)-lnx j =

=[x COS( mx/2) % (_ %.Sen( %.X)Jn X+COS( %X) —j:

:(%'COS( %'X)- %.Sen( %.X).|n Xj, '\[XCOS( X/2)

« Dom(f)=Dom(f)=  2(0,+ o).
A continuacion se puede seguir uno de los siguiente s métodos:

PRIMER METODO

Como la funcion f satisface las condiciones del teo rema de Rolle,
existe aen (1,3) tal que f( a)=0.
En efecto:

19 f(1)=1(3):
« f(1)= \/W:\/@:]_
f(3)=  [30056 ®2) =[30=1

22) fes continua en [1,3] por ser derivable en (0,+ ).

32) fes derivable en (1,3) por serlo en (0,+ ).
1 como se trata de una funcion potencial-exponencial , se podria también derivar por el mé-
todo de derivacion logaritmica.
2 Como f es una funcion potencial-exponencial, la ba se debe ser positiva: x>0.

-10-



SEGUNDO METODO

Como la funcién f' satisface las condiciones del te orema de Bolza-
no, existe o en el intervalo 1(2,3) tal que f'( o)=0.
En efecto:
12) f'(2)-f(3)<0:
. f(1)= @-cos % %-sen %-In 1)- 1cos( ©/2) =Q
oy 1 fis _ 1 g 1
« f'(2)= (4-005 T- z-sen w-In 2)- \/2¢c0s T =- 4-\/2 1-=- 4_\/§_~-O,2<0

| |
. f(3)= %-cos % 7°sen 32—Tt-ln 3)- \[3cos(@ 72) =T 2 3-\@=n 2 3.
~0,9>0

22) f' es continua en [2,3]:
* [2,3] cDom(f)=Dom(f)=(0,+ ).
*Sia €[2,3]

lim_ F)=lim K%-cos( 7% g-sen( 2:X)-In X} xeos m2) J:
:(%'COS( %_a)_ %.Sen( %.a).m aj.'\’acos( Ta/2) :f'(a)

1 Y, por tanto, en el intervalo (1,3).

-11-



SEPTI EMBRE DE 2009. PROBLEMA D2.

Encuentra los tres puntos en que se cortan las func iones f(x)=x y g(x)=sen( %-x). Calcula el
area de la region del plano encerrada entre sus gra ficas. 3 Punto$
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
y=X x=-1
T 1 _
- T = x=sen( 3X) = x=0
y=sen( 3-X) x=1
2°) Averiguamos entre -1y O y entre 0 y 1 qué funcién esta por

encimay qué funcién esté por debajo:

X Y Yo
‘A2 [-172=05 | \[22 ~-0.7
12 |1/2=0,5 212 ~0,7

39) Calculamos el area:

o 5ok o e
0

1
[XZ cos( %-x) } [ cos( %-x) XZ}
BV /2 -1+ ) /2 C 2 )y
4-

=(0+2/ m)-(1/2+0)+(0-1/2)-(-2/ 1-0)= %-1: —

1 Esta ecuacion se resuelve a 0jo.
2 Dos integrales son inmediatas y las otras dos de t ipo coseno.

-12-



