EXTRACRDI NARI O DE 2011. PRrROBLEMA Al.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

y+3z=1
{(a 2-a-2)x-y-3z=-1 (3 PunTO3
(a2-a-2)x+(a 2-2a)z=2-a

Aplicamos el método de Gauss:

0 1 3 1 az-a-2 -1 -3
a2-a-2 -1 3 |1 Koo 1 3
2-a az-a-2 0 aZ2-2a

-1
1 12
2-a

az-a-2 0 aZ2-2a

az-a-2 -1 -3 -1 az-a-2 -1 -3 -1
-l o0 1 3 1 2 o 1 3 |1 |4
0 1 a2-2a+3 |3-a 0 0 a2-2al2-a
1+ +
{az-a-zzo = a= 15 21 8. 153 = a=2, a=-1
a2-2a=0 = a(@a-2)=0 = a=0,a=2
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=-1, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un parametro:
0 -1 -3]|-1 0 -1 -3]|-1 _ _ X=a
[o 1 3 1}5 [o 0 0 019 {'3’_'32"1 - {V:1'3Z = y=2
z=1 z=1
0O 0 3|3 0O 0 1|1 z=1

2°) Sia=0, el sistema es incompatible:

2 -1 -3]-1
0 1 3| 1
0O O 0] 2
3°) Si a=2, el sistema es compatible indeterminado y | a solucién
depende de dos parametros:
0 -1 -3]|-1 5O -1 -31-1 X=a
0 1 3/ 1~10 0 0] 0|>-y-3z=-1 —y=1-3z = qy=1-38
O 0 O0]O0 O 0 0] O z=B
4°) Sia #-1,a #0ya #2, el sistema es compatible determinado:
(a 2-a-2)x-y-3z=-1 } 5
_ -a -(a-2) 1 3
y+3z=1 | = z= - = = = Z| =>y=1-3z=1+ = =
(a2-2a)7=2-a a(a-2) a(a-2) a a
a+3 at3 3 -ata+3-3
= y= —z | = @2)(atl)x=-1+y+3z=-1+ a2 "a-~ a 0=
11af onf,
2 33.12f,
3 33-22f,
4 como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem 0s que despejar.
S af+1af,



EXTRAORDI NARI O DE 2011. PROBLEMA A2.

Encuentra la ecuacion general del plano T que contiene a la recta r y es paralelo a la
recta s:
3x+3y-2z-2=0 xt2 _y-1 _z-2
:{x-y-Zz:O 'S =TT =5 = (2 PunTO$

Puede seguirse uno de los dos métodos siguientes:

PRIMER METODO

Hallamos las ecuaciones paramétricas delarectar:

3x+3y-2z=2 ( ‘ 1( -1 2‘0)~ ( -1 -2 0} ( -10-2 0)
{x-y-Zzzo - -1 2 0 3 2|1)7

{x y-2z=0 {x =y+2z=y+1-3y=1-2y . ;itz @ {P(1,0,1/2)
3y+2z=1 2z=1-3 - uc-2.1.-
Y Y 2=1/2-3 a2 ut-2.1,-3/2)
Como V(1,2,2) es un vector direccional de la recta s, la ecuacion
del plano wes 4
x-1 y-0 z-1/2
-4 2 -3 |=0 = 10(x-1)+5y-10(z-1/2)=0 =
1 2 2
= 2(x-1)+y-2(z-1/2)=0 = 2X-2+y-2z+1=0 = 2x+y-2z-1=0

SEGUNDO METODO
Como el plano 7 contiene a la recta r, pertenece al haz de planos
de aristar:

a@Bx+3y-22-2)+  Bxy-22)=0 3 otP)X+B o- Bly+H(-2 -2 B)z-2 =0

Como © y s son paralelos, el vector caracteristico de ny el
vector direccional de s son perpendiculares. Por ta nto:

(3 a+p,3 o- B,-2 -2 B)-(1,2,2)=0 — 3 a+B+60-2 B-4 0-4 p=0 =5 0-5 =0 =

6 7
= P=a =» n=4ox+2ay-4 az-2 a=0 = n=2x+y-2z-1=0

11af >0ef,

2 2af-3.14f,

3 28f.1/2.

4 Hemos multiplicado por dos al vector direccional d e r para evitar fracciones.

S Escribimos la ecuacion del plano en su forma gener al para ver el aspecto de su vector
caracteristico.

6 Sustituimos B por o enlaecuacion del haz.

7 Dividimos por 2 o ( az0, ya que oy P no pueden ser simultaneamente nulos).
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EXTRAORDI NARI O DE 2011. PROBLEMA AS3.

Dada la funcién f(x)=x VX244 demuestra que existe un valor ae(1,3) tal que fi( o)=4. Men-
ciona los resultados tedricos empleados vy justifica Su uso. (2 Punto$
Aunque la funcion f es una funcion potencial-expone ncial, puede

escribirse como una funcién exponencial:

2- 2. .
f(x)= X\]x 4x+7 :e\]x 4x+7 - In X

Como la ecuacion x 2-4x+7=0 no tiene solucioén, el polinomio x 2-4X+7
es siempre positivo 1. Por tanto 2: Dom(f)=(0,+ o).
Por otro lado:

F)= eV I X K2 aaTn x) =

_ AIX2-4x+7 2x-4 > N
=X : N X+4(X2-4x+7- =
27[X2-4x+7 X

— X\/X2-4x+7 (x-2):In X + X2-4x+7
B \[X2-Ax+T X

Evidentemente: Dom(f')=(0,+ ).
* % %
Como la funcion f satisface las condiciones del teo rema de Lagran-
ges, existe a en (1,3) tal que:
(o fOIW 91 8
(o)=""33 =77 =3~
En efecto:
12) f es continua en [1,3] por ser derivable
en (0,+ ).
22) fes derivable en (1,3) por serlo en (0,+ ).
lva gue al sustituir la x por un valor cualquiera s ale positivo.
2va gue solo existe el logaritmo de los nUmeros pos itivos. Si no modificas la funcion, co-
mo es una funcién potencial-exponencial, recuerda q ue la base debe ser necesariamente posi-
tiva.
3 También podria hacerse el problema probando que la funcion ' cumple las condiciones de
la propiedad de Darboux o que la funcién g(x)=f(x) -4 cumple las del teorema de Bolzano o
que la funcién g(x)=f(x)-4x cumple las del teorema de Rolle.



EXTRAORDI NARI O DE 2011. PROBLEMA A4.

Encuentra los dos puntos en que se cortan las grafi cas de las funciones f(x)=x 2-1y g(x)=
cos( %-x). Calcula el area de la region del plano encerra da entre las graficas de fy g.
(3 Puntos)
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
=y 2
=x4-1
y 5 T 1 (x=-1
T = x ¢-1=cos( 3X) = 1y=1
y=cos( 5X) =
2°) Averiguamos entre -1 y 1 qué funcion estd por enci ma y qué
funcién esta por debajo:
X\Y1|Y2
0|-1 |1

39) Calculamos el area:

1
A:J (cos( Z-X)X 2+1j-dx: [lcos( Tx-dx+ [ (@x 2)-dx= 2

1
:(%.sen( %-x) j_11+(x - %3)11 :K%.l j (%.(-1) H+K1 - %) (_1 +%ﬂ:
_2,2,2,2_ 4 4 12+4n
nn 3 3 ¢ 37 31

1 Esta ecuacion se resuelve a 0jo.
21a primera integral es casi inmediata de tipo seno . La segunda integral es inmediata.



EXTRAORDI NARI O DE 2011. PrROBLEMA B1.

1 1 7T 0 O
Dadas las matrices A= [0 -1 2} yB= |1 1 0], calcula |AB| y |BA|.
0 0 2 1 2 -1
(2 puntos)
Como |AB|=|A|:|B| y |BA|=|B|:|A|], ambos resultados coinciden.
Portanto 1
1 1 1,12 0 O
2
|AB|=|BA|=|A||B|= 0-1 2|1 1 0|=1(1)221(1)=4
O 0 2] 1 21
1 Otro modo de hacer el ejercicio consiste en calcul ar las matrices AB y BA y hallar luego
sus determinantes, pero es mas largo.
2 E| determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la

diagonal principal.



EXTRAORDI NARI O DE 2011. PROBLEMA B2.

Encuentra la ecuacién continua de la recta r que co rta perpendicularmente a la recta s sa-
biendo ademas que cada punto de la recta r equidist a de los puntos P(-2,1,3) y Q(0,-1,1):
2x+y-z-2=0
E{X+2y+z_ 4=0 (3 PunTO3
1°) Hallamos las ecuaciones paramétricas de larecta s
2X+y-z=2 (2 1 1 }1 ( ‘ } ( 4} ( 1 ‘ 4)
X+2y+z=4 114 2 141 -3 3 112)7
X=a R(0,2,0)
{x+2y+z =4 {x =4-2y-2=4-4+272-2=2 5. 149
y+z=2 y=2-z = Z:a “ 7 lia-1

29) Si X(x,y,z) es un punto de la recta r:

dXP)=dX.Q) = \(2) Z+(yD) 2+(z3) 2=\XZH(y+D) (D) 2 =
=> X 24+4X+4+y 2-2y+1+7 2-62+9=X 2+y24+2y+1+z 2-27+1 =

= 4x-4y-4z+12=0 = m=X-y-z+3=0

Esto significa que los puntos de la recta r estan e nelplano 4 .
3°) Sea Z el punto de corte de las dos rectas. Por est ar en la
recta s, Z( o,2- o, a); Yy por estar en r, pertenece al plano S

a-2+ a- a+3=0 = o=-1 = Z(-1,3,-1)

4°) Como el vector direccional de la recta s, u 7(1,-1,1), y el vec-
tor caracteristico del plano n, v_(1,-1,-1), son ambos perpendicula-
res a la recta buscada, un vector direccional de és ta es:
? r E —> —> - =
W=l -1 1(=2i +2)=2(i +j)
1-1 -1

Luego la ecuacién continua de la recta buscada es:

o x+1 _y-3 _z+1
=71 =1 770

11af 520

2 paf.p.15,

3 2af.(-1/3).

4 Este plano es el plano mediador del segmento PQ, e sto es, el plano perpendicular al seg-
mento en su punto medio. Su ecuacién puede obteners e también de este modo.

S Dicho de otro modo, Y es la interseccion de s 'y .



EXTRAORDI NARI O DE 2011. PrOBLEMA B3.
Halla las integrales indefinidas:

fo-sen(zx)-dx 2 PunTto$

VXI+C

1 2
=2 1 dt = © 2:In|t+1]+C=2:In|1+

1
2-
X _, 1

dx
[l
PRIMERA INTEGRAL
dx 1 (2tdt 5 t-dt
fow? [ie=2 fw
Comprobacion:
+ .
(2:In]1+  ~x])= 2 (1 \%)

1+4/x

SEGUNDA INTEGRAL

fxz-sen(2x)-dx =

1
3_ 35X 2:cos(2x)+

_ 1
X 7 2 (1 X)X

1 1
5:X-sen(2x)+  z-cos(2x)+C

S| D I

+ | X sen(2x)

- | 2x | -cos(2x)/2
+| 2 |-sen(2x)/4

- | 0 |cos(2x)/8

Comprobacion:

1
(— 5°X 2:cos(2x)+

=-X-cos(2x)+x  2.sen(2x)+

1 Hacemos el cambio x=t 2 dx=2t-dt.
2 Se trata de una integral casi inmediata de tipo lo

3 Esta integral se hace por partes. Las integrales e
inmediatas de tipo seno y coseno. Se pueden simplif
el cambio 2x=t, 2-dx=dt.

1
5-5en(2x)+x-cos(2x)-

1 1 '
5:X-sen(2x)+  z-cos(2x) )z

1
5'sen(2x)=x  2-sen(2x)

garitmico.

fectuadas en la columna | son casi
icar estas integrales haciendo primero



EXTRAORDI NARI O DE 2011. PROBLEMA B4.

Calcula los extremos absolutos de la funcion f(x)=I n(x 2+x+1)-x en el intervalo [-1,2]. Men-

ciona los resultados tedricos empleados vy justifica Su uso. (3 Puntos)
1°) Estudiamos la continuidad de la funcién en el inte rvalo:
Bl 2x+1 . 2x+1-X 2-x-1  x-x 2 x(1-x)
X)= YZexe1 17 X24x+1 XZ4x+1l  X24x+1l
1 . .
= Dom(f)=Dom(f)=R = fes continuaenR = f es continua en [-1,2]

Por el teorema de Weierstrass la funcion f alcanza en dicho inter-
valo sus extremos absolutos. Estos se encuentran en los extremos del
intervalo o entre sus extremos relativos.

2°) Calculamos los valores de f en los extremos del in tervalo:

f(-1)=In  1+1=0+1=1
f(2=In 7-2 ~-0,054

3°) Hallamos los extremos relativos de la funcion en e | intervalo:

Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero:

N X(1-x) _ 0 v
f'(x)=0 = X2t 1 =0 = x(x-1)=0 = x=0, x=1
Estudiamos el signo de f' en el intervalo:
-1 ) 0 + 1 i 2
| | | |
| \A | / | \A |
Como f es continua en x=0 y x=1, por el criterio de la variacion
del signo de la derivada primera f tiene un minimo relativo en x=0
que vale y=f(0)=In 0-0=0, y un méximo relativo en x=1 que vale y=
=f(1)=In  3-1 ~0,0986.
49) Conclusion:
La funcion f tiene en x=-1 un maximo absoluto que v ale y=1; y en
Xx=2 un minimo absoluto que vale y=In 7-2:

lva gue la ecuacion x 2+x+1=0 no tiene soluciones reales y x 24x+1>0.
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