Curs02000-2001 PRIMER GGLOBAL
21 de diciembre de 2000. 1

1) Calcula:
lim_x!n x
x—0
2) Halla las asintotas de la funcion:
5-3 x-2.3 x+7
f(x)= )
3) Prueba que la ecuacion 5 x=8x-2 tiene alguna raiz real. Encuen-
tra un intervalo de amplitud menor que 0,25 donde e sté dicha raiz.
4) Halla k para que las funciones f(x)=k(1- \/Y) y g(x)=x-1 sean in-
finitésimos equivalentes en x=1.
5) Calcula el valor de los parametros a y b para que sea deriva-

ble en x=-1 la funcién:

_ [ax six <-1
)= {(x 2.b)/2 six>-1

6) Derivay simplifica la funcion:
1
f(x)=x-arc tg X- 3:In(l+x ?)

7) Halla la ecuacion general de la recta tangente a | a grafica de
la funcion y=x x*1 en el punto de abscisa 1.

8) Calcula las dimensiones del rectangulo de area max ima inscrito
en una semicircunferencia de radio 1 m.

1 Todos los ejercicios valen lo mismo.



CURS02000-2001

Ejercicio 1:

Solucioén:

Calcula:

lva que Dom(f)=(0,+

).

[im_x!n x
x—0

* % *

lim. xn x = lim  xh x=0-®= +wo
X—)O X_)&
X >
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Ejercicio 2: Halla las asintotas de la funcion:
5.3 &-2.3 *+7
f(x)= e

* % *

Solucion:
1°) Dom(f)=R.
2°) Por tanto, la funcién no tiene asintotas verticale S.
39 Larecta y=7 es asintota horizontal de f en - ©:

] _ . 5:3-2.3 x+47 5.3 -*-2.3 -*+7 5:0-2:0+7
)I(@]oof(x) —)I(lgjoo 32%+1 = 3-ot] - 0+1

=7

Posicion relativa:

5.3 2-2.3 X47 _ 5.3 2-2.3 X47-7.3 -7 2.3 2-2.3 x _-2.3 (3 %+1)

f(X)'y: 32x4+1 -7 = 32x4+1 - 32x4+1 - 32x4+1
Por tanto, como la diferencia es negativa en - o, ya que el nume-
rador es negativo y el denominador positivo, la fun cion se encuentra
situada por debajo de la asintota.
4°) La recta y=5 es asintota horizontal de f en + o0:
2 7 2 7
] _ 5.3 %.2.3 X+7 _ 3 (5' §+ﬁ)_ ) S TR B
im, 109 =lim, gt Fim. T N -hm, T =
32 | 1+ 33 1+ 32
2.
4o 4o 5-0+0
- 1 ="1+0 -°
1+ —
+o0

Posicion relativa:

5.3 2-2.3 X47 _ 5.3 2-2.3 x47-5.3 2-5 2-2.3 x _2(1-3 %)

f(X)'y: 32x4+1 -5 32x4+1 T 3241 T 32x4]
Por tanto, como la diferencia es negativa en + ©, ya que el numera-
dor es negativo 1y el denominador positivo, la funcién se encuentra

situada por debajo de la asintota.

lg; x>0, entonces 3 x>1.
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Ejercicio 3: Prueba que la ecuacion 5 x=8x-2 tiene alguna raiz real.
Encuentra un intervalo de amplitud menor que 0,25 d onde esté dicha
raiz.
* % *
Solucién:
Consideramos la funcion f(x)=5 X-8x+2.
La funcion es continua en su dominio, ya que si a eR:1

m f(x) =lim [5x-8x+2] =5%-8a+2 =f(a)

Como f(0)=1+2=3>0 y f(1)=5-8+2=-1<0, estudiamos el signo de la
funcion en valores intermedios hasta dar con un int ervalo de dos dé-
cimas de longitud en cuyos extremos la funcion teng a signos distin-
tos:

x|0]1({05 |07

y |+ |- +
Como f es continua en [0,5;0,7] y f(0,5)-f(0,7)<0, por el teorema
de Bolzano existe ¢ en (0,5;0,7) tal que f(c)=0.
Ahora bien:
f(c)=0 = 5¢-8c+2=0 = 5 °¢=8c-2
En consecuencia, ¢ es solucion de la ecuacién. Y co mo c pertenece

al intervalo (0,5;0,7), éste es el intervalo pedido

1 También puede hacerse derivando.
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Ejercicio 4: Halla k para que f(x)=k(1- \/§) y g(x)=x-1 sean infinité-
simos equivalentes en x=1.

* * *
Solucion:
19) fy g son infinitésimos en x=1:
. |I)I;Tl1 f(x)= |)I(II]1 [k(1- \/Y)]: 0
o |I)I;Tl1 ag(x)= |)I(II]1 x1)= 0
2° Para que sean infinitésimos equivalentes el limite de su co-
ciente debe ser 1. Para calcular este limite 1 hacemos el cambio de
variable x=t 2;
k(1- \/x) K(1-t) Kk(t-1) kK
im —a TIm T T ey Timer T2 T 2k
1 También puede hacerse multiplicando numerador y de nominador por 1+ k. O descomponiendo
el denominador en factores,( *+1)( k-1), y simplificando a continuacién. O por L'Hopi tal.

-5-
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Ejercicio 5: Calcula el valor de los parametros a y b para que sea
derivable en x=-1 la funcién:

1= {a/x six <-1
0= \x 2-by2 sixs-1
Solucién:
Six #-1, la derivada de f es:
. -a/x 2 six<-1
(x)= {x si x>-1
Si f es continua 1 en x=-1, entonces (1-b)/2=-a:
o f(-1)=-a
e lim f(x)=lim _ (a/x)=-a
1 Xt
o lim_ f(x)=lim _[(x 2-b)/2]=(1-b)/2
1 LSL

Si f es derivable en x=-1, entonces a=1:
-(-1D)= I|m f'(x)=lim (-a/x ?2)=-a

<f- X<f-
o f' (1)=lim , f'(X)=lim X =-1
X>f- X>-f-
Por tanto: a=1 = (1-b)2 =1 =1b=2 = b=3.

* % %

Otra forma de hacerlo es estudiar sélo la derivada:

f(x)-f(-1 X " atax . - a(x+1l
T I I < 0 XOT) o=
Xt %1 21 T
=lim_ 2= a
=t X
x2-b N
, ) f(x)-(-1) ) 2 'a x2-b+2a _1-b+2a 4
o f .(-1)=lim =lim —— = Iim === 4
X>- X>- x>
X2-b+2a 5 . = 2X
= 1-b+2a=0 =1 ,(-1)= I|m D4 2+ - I!(rg_f 5 =-1
X>-
Por tanto, para que la funcion sea derivable, -a=-1 . Llegamos asi
al mismo resultado que antes.
1 sjtes derivable en x=-1, debe ser continua en di cho punto.
2 Multiplicamos numerador y denominador por x.
3 Multiplicamos numerador y denominador por 2.
4 si 1-b+2a #0, este limite seria infinito. Pero es finito, ya q ue la funcién es derivable
en x=-1.
S Como 1-b+2a=0, sale la indeterminacion 0/0; por ta nto, aplicamos L'Hopital. También puede

sustituirse —b+2a por -1.
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Ejercicio 6: Deriva y simplifica la funcion:

1
f(x)=x-arc tg x- 5:In(l+x ?)

* * *
Solucioén:

N 1 1 2x X X
f(x)= arc tg x+x- Tix2" 2" T4x2 - &rC 19 X+ 7572 Taxz-arc tg x
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Ejercicio 7: Halla la ecuacién general de la recta tangente a | a
grafica de la funcién y=x x*1 en el punto de abscisa 1.

* % *
Solucién:

1°) Calculamos la ordenada del punto de tangencia:

y(1)=

2°) Para hallar la pendiente, derivamos la funcién:

1+x+x-In X

y=x x+1 2 In y =(x+1):In x = yT

=In x+(x+1)-

1171=12=1

1_XxIn x+x+1
X~ X

=Yy= T x> =(I+x+xn x)x X

39 Calculamos la pendiente en el punto de tangencia:

y'(1)=(1+1+In 1)1 1=2
Resumiendo:
x|y |y
1(1]2
4°) Por tanto, la ecuacion general de la recta tangent e es:

y-1=2-(x-1) = y-1=2x-2 = 2x-y-1=0

1 por el método de derivacion logaritmica. O también
nencial de base e.
2 por las propiedades de los logaritmos.

escribiéndola como una funcién expo-
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Ejercicio 8: Calcula las dimensiones del rectdngulo de area max ima
inscrito en una semicircunferencia de radio 1 m.

* % *

Solucioén:

Sean x ey, respectivamente, las longitudes de la a ltura y de la
mitad de la base del rectangulo inscrito:

o

El area del rectangulo tiene que ser maxima:
A=2xy
Tenemos que expresar el area en funciéon de una sola variable:
1=x2+y2 = y=[1-x 2 = A=2X- [1-X 2
Como A>0, podemos sustituir esta funcion por su cua drado:
C=4x2:(1-x 2)=4x 2-4x 4

Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:

C'=8x-16x 3=8x(1-2x 2)=0 2 2x 2=1 = x 2=1/2 L x=1/ 2

Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 2 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda enx =1/+/2:

C'=8-48x 2 = C"(1/ +[/2)=8-24<0 = A es maxima para x=1/ 2

Por ultimo, si x=1/ A\[2, entonces y=1/ \2.

Se trata, pues, del rectangulo de base 2/ A2 my altura 1/ A2 m.
lva que x>0.
2 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.



