CURS02008-2009
12 de diciembre de 2008.

1) (1,6p) Estudia y clasifica las discontinuidades de

\/ X+4-3

)= 55

2) (1,6p) Halla las ecuaciones de las asintotas de la
funcion y estudia la posicion relativa:

|
f(x)= —|n(1n+>z()

3) (2p) Encuentra el valor de los parametros ay b pa
guiente funcion sea continua y derivable en x=0:

x2-sen(1/x) six<0
xt+sen(ax)+b six >0

fx)= {

4) (1,6p) De la siguiente funcién, se pide:
a) La derivada simplificada.
b) La ecuacion explicita de la recta tangente en el p
abscisa 1.

f(x)=x 1

5) (1,6p) Un rectangulo tiene por vértices los puntos
nadas (0,0), (a,0), (a,b) y (0,b). El punto (a,b) t
positivas y esta situado en la curva de ecuacion y=
esos rectangulos, halla el de area minima.

6) (1,6p) Dada la funcién y=x-2-arc tg X, estudia:

a) La monotoniay los extremos.
b) La concavidad, la convexidad y los puntos de infle
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Ejercicio 1: Estudia y clasifica las discontinuidades de la fun
\[X+4-3
)= 55—
* % *
Solucién:

19 Dom(f)=[-4,5) U5+ oo):

x+4 >0 X>-4
x-5 #0 X#D

29 La funcién es continua en su dominio, ya que, si a

\x+4-3 1[a+4-3
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cion:
(1,6 PunTO3
eDom(f): 1

m, 1 =lfm, S5 =" g5 =@
39 La funcion tiene una discontinuidad evitable en x= 5:
1
lim. fx) =i X473 2 gy ZNXH 1
m5 XT’S X-5 X—5 1 6
1 otra forma de estudiar la continuidad es derivando la funcion.

2 Como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi tal. También puede hacerse multiplican-
do numerador y denominador por el conjugado del num erador. O con el cambio x+4=t 2,
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Ejercicio 2: Halla las ecuaciones de las asintotas de la siguie nte
funcion y estudia la posicion relativa:

In x
f(x)= N+ (1,6 PunTO$
Solucion:
1° Dom(f)=(0,+ oo):
x>0 x>0
1+x>0 = x>-1 = {i;% = x>0
In(1+x) #0 1+x#1

29 Larecta x=0 es asintota vertical de la funcién:

lim f Y Inx 43 InO* = -0 -o0_
aul ) = xDo(IH) = I+0 % M@ ) 07"
X> X>
39 La recta y=1 es asintota horizontal de la funcion en + oo:
. L In x o . Ux . X 3, 1_
lim ) =lim mawy = M. Tawy - im,x = im,., 11
Posicion relativa:
B In x _In x-In(1+x)
[)-y= sy 1 = @
Por tanto, como la diferencia es negativa en + ©, ya que el numera-

dor es negativo 4y el denominador positivo, la funcién se encuentra
situada por debajo de la asintota.

1 para calcular el limite del denominador hemos apli cado la regla del limite de la composi-

cion.

2 Como sale la expresion indeterminada oo/ o, aplicamos L'HOpital. Para obtener dicha inde-

terminacion hemos aplicado al denominador la regla del limite de la composicion.

3 Como sale la indeterminacion o/ o, aplicamos L'Hépital. También puede hacerse sacand 0 X
factor comdn en numerador y denominador, simplifica ndo a continuacion. O teniendo en cuenta

gue a gtapx+a X 2+..+a X "~a, X "en+ oyen- o

4 Como x<1+x, entonces In x<In(1+x), ya que In es una funcién creciente.

-3-
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Ejercicio 3: Encuentra el valor de los parametros a y b para qu ela
siguiente funcién sea continua y derivable en x=0:

<o {XZ-sen(llx) si x<0
()= x+sen(ax)+b six >0 & ey
Solucion:
19) Si la funcién f es continua en x=0, entonces b=0:
e f(0)=b
olim f(x) =Ilim (xZ-sen %) 2 0:lim  fx) =lim [x+sen(ax)+b]= %b
x—>é) x—>é) x—>00 x—>00
X< X< X > X >
29 Sila funcion f es derivable en x=0, entonces a=-1
f(x)-f(0 2.
of _(0)= lim Mzs lim X2-sen(l/x) =lim_|x-sen 1 20
X— X-0 X— X X— X
520 520 520
f(x)-f(0 :
of L= lim TO 5 xtsen@) 4 Ivacos@) .
X—> X-0 X—> X X— 1
520 50 50
Otra forma de hacerlo es estudiar solo la derivada: >
f(x)-f(0 2. - -
of (0= lim XTO o xBsen)-b 6 b oz, o
X— x-0 X—> X 0
520 520
2. -
=f .(0)= lim X sen(lx/x) b s lim (x-sen %) 20
x—>00 x—>00
X< X<
f(x)-f(0 :
of (0= lim XTO . xtsen@) 4 Itacos@) _, .
X x-0 X X X 1
X>(9 X>(9 X >
Si la funcion es derivable, entonces 1+a=0. Llegamo S, pues, al

mismo resultado que antes.

lva gue se trata del producto de un infinitésimo po

2 para calcular el limite del segundo sumando hemos
posicién. Lo mismo sucede en los limites que siguen

o la expresioén cos(ax).

3vYa que b=0.

4 como sale la indeterminacion 0/0, aplicamos L'Hopi
ciente, 1+sen(ax)/x, aplicar las propiedades de los
suma de los limites de los sumandos) y utilizar el
tésimo.

SYa gue la derivabilidad implica la continuidad.

6 va gue el minuendo del numerador es el producto de
da.

7 sip #0, este limite seria infinito. Pero es finito, ya q
x=0.

r una funcién acotada.
aplicado la regla del limite de la com-
en los que aparece la expresion sen(ax)

tal. También puede efectuarse el co-
limites (el limite de una suma es la
hecho de que sen  f ~f si f es un infini-

un infinitésimo por una funcién acota-

ue la funcién es derivable en
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Ejercicio 4: De la siguiente funcion, se pide: a) su derivada sim-
plificada; b) la ecuacion explicita de la recta tangente en el p unto
de abscisa 1:
f(x)=x 1% (1,6 PunTO3
* % *
Solucion:

1°) Hallamos la derivada de la funcion:

f(x) =xUx Ze@0h x =f(x) =e@h x C%) -

1 I
xnox

le/X . X2

29 Hallamos la ordenada del punto de tangencia:
f(1) =11=1

39 Calculamos la pendiente en el punto de tangencia:

1-in 1

f()= =g —1=1
Resumiendo:
Xy lY
1]1]1
4°)  Por tanto, la ecuacion explicita de la recta tange nte es:
y-1=1-(x-1) =>y-1=x-1 =y=x
1 Aunque se puede derivar la funcién por el método d e derivacion logaritmica, también pode-
mos hacerlo escribiéndola primero como funcién expo nencial de base e.
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Ejercicio 5: Un rectangulo tiene por vértices los puntos de coo rde-
nadas (0,0), (a,0), (a,b) y (0,b). El punto (a,b) t iene coordenadas
positivas y esta situado en la curva de ecuaciéon y= 1/x 2+4. De todos
esos rectangulos, halla el de area minima. (16 PunTO3
* % *
Solucién:
El vértice (a,b) del rectangulo tiene coordenadas positivas y es-

ta situado en la curva de ecuacion y=1/x 2+4:

(0,b) (@b)

y=1/x 2+4
(0,0) (a,0)

El area del rectangulo es minima:

A=a-b
Tenemos que expresar el area en funcion de una sola variable. Aho-
ra bien, como el punto (a,b) pertenece a la gréfica de la funcién

y=1/x 2+4, satisface su ecuacion:

1 1 1 1+4a2
b= a2 +4 = A=a: (aZ +4) =a +4a = a
Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:

_8aa-(1+4a ?2) 8a2-1-4a 2 4a2-1 _
- a2 - a2 - a2 -

A' 0 >
—~4a21 =0 >4a2=1 —a?2=1/4 Sa =1/2

Come& D = a2 >0, para aplicar el criterio de la derivada segunda po-
demos sustituir 3 A" por N', donde N =4a2-1:

N'=8a = N'(1/2)= 4>0 = Aesminimaena=1/2

Por dltimo:
1
a=1/2 = b= /4 +4 =4+4=8
lva que a>0.
2 Designamos por D al denominador de la derivada y p or N al numerador.

3vYa gue los signos de N'y A" coinciden en a=1/2.
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Ejercicio 6:
y los extremos;

Dada la funcién y=x-2-arc

tg X, estudia:
b) la concavidad, la convexidad y los puntos de in-

* k% *

a) Para estudiar la monotonia aplicamos el criterio d

2  1+x2-2  x2-1  (x+1)(x-1)
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a) la monotonia

(1,6 PunTO3

e la derivada

y= 1 T2 1Txz “Tx2" 1+x2
Intervalos (- o,-1) (-1,1) (1+ )
y' es + - +
y es creciente decreciente creciente

r derivable en
iacion del signo
1 concluimos que la funcién tiene un maximo

7/2-1 y un minimo relativo en x=1 que

Como la funcion y es continua en x=-1 y x=1 (por se
dichos puntos), entonces, por el criterio de la var
de la derivada primera,
relativo en x=-1 que vale y=

vale y=1- m/2.
b) Para estudiar la curvatura aplicamos el criterio d e la derivada
segunda:
v 2X-(14x ?2)-(x 2-1)-2x  2x-(1+x 2-x 2+1) = 4x
) (T+x2)2 S L (K
Intervalos (- ©0) (0+ o)
y" es - +
y es concava | convexa

vable en dicho
el signo de la
2 concluimos que la funcién tiene un punto de in-

tg 0=0.

Como la funcion y' es continua en x=0 (por ser deri
punto), entonces, por el criterio de la variaciéon d
derivada segunda,
flexiobn en x=0, cuya ordenada es y=0-2-arc

1 El estudio de los extremos puede hacerse también c
2 E| estudio de los puntos de inflexion puede hacers
da tercera.

on el criterio de la derivada segunda.
e también con el criterio de la deriva-



