CURsS02002-2003.
23 de mayo de 2003. =

1) Calcula los limites de la siguiente funcion en 0y

3x+sen X

f(x)= >

2) Estudia la continuidad y derivabilidad de la sigui
en x=0:

el/X
1+e 1/x

_ 1-cos X
y=arc t9 "\ /T+cos x

f(x)=

3) Derivay simplifica:

TERCER (LOBAL

ente funciéon

4) Calcula el area de la region del plano limitada po r la curva
y=In X, el eje de abscisas y las rectas x=1y x=e.
5) Discute segun los valores del parametro y resuelve , €N su caso,
el sistema:
ax+ay+(a-1)z=a-1
ax-z=0
ax-az=-a+1
6) Calcula el valor del determinante:
x+1 X X X
X x+1 X X
X X x+1 X
X X X x+1
7) Dadas las rectas r y r', halla la ecuacion continu a de la que
las corta perpendicularmente:
x1 _y-8 z+3 , _{x+y+52-21:0
r="71 ="2 =1 r =x-y-z-3=0
8) Dados los puntos A(-1,2,-9), B(2,-3,-4) y C(1,3,-1 2), prueba
gue son los vértices de un triangulo y halla la lon gitud del segmen-

to que determina el punto B y su proyeccion sobre A

1 Todos los ejercicios valen lo mismo.

C.
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Ejercicio 1: Calcula los limites de la siguiente funcion en 0y + oo
3x+sen x
f(x)= ”
* % *
Solucion:
a)
. 3x+sen X 1 ., sen X\ 2 . . SenXx 3
—_— = + = + = 3+1 =
LU lim, (3 X ) limy 3+1my —x 3+1 =4
b)
. 3xtsen x . sen X . . 1
lim ————=|im [3+>——]= lim _3+|im [,-sen x|=3+0=3
X —>+oo X X —>+o0 X X —»+o0 X —>+oo X
Ya que se trata del producto de un infinitésimo por una funcién
acotada:
. 1 1
) — ==
X—+oo X +0o0
e-1 <senx<l1
1 | a forma mas sencilla de hacer este limite es por L'Hopital, aunque también puede hacerse
como sigue.
2 por las propiedades de los limites.
3va que, en x=0, sen X ~X.
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Ejercicio 2: Estudia la continuidad y derivabilidad de la sigui ente

funcién en x=0:
el/X

)= Tretx
Solucién:
Como Dom(f)=(- ,0) U(0,+ «), no tiene sentido preguntar por la de-
rivabilidad de f en x=0.
La funcion f tiene en x=0 una discontinuidad de sal to finito:
e f(0) no existe

3 3 el/X el/O - e 0
o Il)r(Tl f(X)_ I)I(Il](? 1l+elx = 14el0- ~ l+e-» 1+0 — 0
X< X<
] ] etx 4 . elix ] 1 1
. I|)r(rl f(x)= I)l(r%) Trelx = |I)I;TL(9 o _|>'<T 1 =
x> x> x>0 elx .| —-+1 x>0 i+l ello 7+l
_ 1 1 1 1
-1 -1 “0+1 ™
+1 —+1
et +o0
1 como sale la indeterminacion o/ o, podemos aplicar L'Hopital (es la forma mas sencil la de
hacer este limite). También puede hacerse como sigu e.

-3-
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Ejercicio 3: Deriva y simplifica:

_ 1-cos X
y =arc 9 \/T+cos x

* % *

Solucioén:

. 1 1-cos X\ _ 1+C0S X 1 1-cos X\ _
y= 1-cos X' 1+cos x ) ~ 1+cos x+1-cos X' 1-cos x \l+cos x) ~
2:°\/T+cos x

1+ Tocos x
_1+cos x 1 sen x(1+cos x)+sen x:(1-cos Xx) _
-2 1-cos X (1+cos x) 2 N
2:\/T+cos x
21 1 sen x(1+cos x+l1-cos Xx) _ 1 2-sen X 1
T2 1-cos X 1+cos X - 1-cos x ltcos x ~
2:\/T+cos x 4-\/T+cos x
B sen X : sen X . senx _  senx
- 1-cos X T 2.4/1-cos 2x 2-+fsen2x 2-|sen X
2\ [Ty weos 92 2V v

lva que 1+cos  x>0.
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Ejercicio 4: Calcula el &rea de la region del plano limitada po rla
curvay=In X, el eje de abscisas y las rectas x=1 y x=e.
* % *
Solucién:
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
y=In X _ _
{yzo =In x=0 = x=1
2°) Averiguamos entre 1 y e qué funcién esté por encim ay qué fun-
cion esta por debajo:
X ‘ Y1 ‘y 2
2|ln 2|0

3° Calculamos el area:
e e 1 .
A:fl[ln X-O]-dx: f1|n X-dx = [x-In X - X] °=

=(e:In e-e)-(1:In 1-1)=(e —-e)-(0 -1)=0+1=1

* % %

fln x-dx = 2 x-In  x- fl-dx =3 xIn x-x+C

S| D |l
+|ln x|1
- | 1/x | x

Comprobacion:

1
[X:n x-x'= In x+x-3-1=In Xx+1-1=In x

Representacion grafica:

X=e
Y= In x
T C /i T T
lia correspondiente integral indefinida la hacemos aparte.
2 Esta integral se hace por partes. La integral efec tuada en la columna | es inmediata de

tipo potencial.
3 Esta integral es inmediata de tipo potencial.



CURsS02002-2003. TERCERQ.OBAL
Ejercicio 5: Discute segun los valores del parametro y resuelve , en
Su caso, el sistema:

ax-z=0
ax-az=-a+1

* % *

ax+ay+(a-1)z=a-1 }

Solucién:
Aplicamos el método de Gauss:

a a al]al a a al |al a a aljla1l
a0 1|0 |Xj0a -a|1a|~?2 |0 -a -alla| 3
a 0 -a |-atl 0 -a 1-2a |2-2a 0O 0 1-a|la
a:_O a=0
- a0 = {azl
1-a=0
Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=0, el sistema es incompatible: 4
0 0-11-1
0 0 0] 1
0 0 1|1
29 Si a=1, el sistema es compatible indeterminado y | a solucion
depende de un parametro:
1 1 0]0 _ _ X=- o
[o 1 -1 0} BN {f‘;g;% - {’Z‘;z — y=a
0O 0 0/0 7=- o
39 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:

axtay+(a-1)z=a-1 1-a
-ay-az=1-a =27= 17 = = -ay=1-a+az=1-a+a=1 =

(1-a)z=1-a
1 1
= y=- z| = ax=a-l-ay-(a-1)z=a-1+l-a+1=1 = K= 3
1 pafqaf; 3af-1af,
2 39f-2af,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem os que despejar luego (caso 3°).

4 va gue la segunda ecuacion es incompatible.
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Ejercicio 6: Calcula el valor del determinante:
X+1 X X
X x+1 X
X X x+1
X X X
* * *
Solucioén:
x+1 X X X 4x+1
X x+1 X X | 1 |[4x+1
X X x+1 X |7 4x+1
X X X x+1 4x+1
4x+1 X X X
_ 0 1 0 O
- 0 0O 1 O
0 0O 0 1

1 1ac+2ac+33c+43c.

2 paf-1af; 35f.13f; 43f-1°,

3 El determinante de una matriz triangular es igual
gonal principal.

TERCER (LOBAL

x+1 X X 2
X X+1 X

3 4x+1

al producto de los elementos de la dia-
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Ejercicio 7: Dadas las rectas r y r', halla la ecuacion continu a de
la que las corta perpendicularmente:
Xx-1 y-8 z+3 X+y+5z-21=0
=1 -2 "1 r _{x-y-z-3=0

Solucion:
Hallamos las ecuaciones paramétricas y una determin acion lineal de
cada una de las rectas:

x-1 y-8 z+3 Xfé-;a {P(l,S,-3)
1T =2 T 1 %7 YEee = 5,2
z=-3- a

{x+y+52221 1 {2y+6z=18 {y=9-3z Xféz,f B Q(12,9,0)
X-y-z=3 = Ix-y-z=83 = |x=3+9-3z+z — ¥~ B- B = V(-2,-3,1)
7=
Sean X e Y los puntos en los que la recta buscada c ortaarys,
respectivamente: 2

Por estar el punto X en la recta r: X(1+ a,8-2 o,-3- ).
Por estar el punto Y en s: Y(12-2 B,9-3 B, B).

Por tanto: [XY  ]=(11-2 B- o,1-3 B+20,3+ P+a).

Como [XY] es perpendicular 3au (1,-2-1)yav 7(-2,-3,1):

XYlu'=0 _ {11-2 B- c-2+6 B-4 0-3- - 0=0 {3[3-6 0=-6 4
[XY]-v =0 -22+4 B+20-3+9 B-6 a+3+p+a=0 14B-3 0=22
{558_33:;52022 = B=2 =283 0=22 3076 = a=2 =

X(3,4,-5) o X3 _y-4 245
- {Y(8,3,2) = [XY ]=(5,-1,7) = XY="g-='7="5

lala primera ecuacion le resto la segunda.

2 Como U”AV es un vector direccional de la recta XY, ya que és ta es perpendicular ary as,

otro modo de hallar su ecuacion consiste en calcula r uno de sus puntos, por ejemplo Y. Este

punto se puede obtener por interseccion de la recta s y el plano 7, plano determinado por

el punto Py los vectores u ~ y u_AV. También puede obtenerse XY como interseccion de Ty T=.
3 Si en la resolucion del sistema que sigue resulta que los puntos X e Y coinciden, eso
significa que las rectas r y s se cortan en dicho p unto. En ese caso, la recta buscada pasa

por ese punto y tiene por vector direccional el pro ducto vectorial de los vectores direc-

cionales de las rectas ry s.

4 Ala primera ecuacion le resto dos veces la segund a.
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Ejercicio 8: Dados los puntos A(-1,2,-9), B(2,-3,-4) y C(1,3,-1 2),
prueba que son los vértices de un triangulo y halla la longitud del
segmento que determina el punto B y su proyecciéon s obre AC.

* % *
Solucién:

Sea P la proyeccion de B sobre AC:

B(2, -3, -4)

A(-12, -9) l_TP C(1,3-12)

Como los vectores [AB H]=(3,-5,5) y [AC H]=(2,1,-3) no son colineales,

los puntos A, B y C no estan alineados. Por tanto, forman triangulo:
3,5.5
27173

Por otro lado, la longitud del segmento BP coincide con la distan-

cia del punto B a la recta AC:

I I
I[AB "] A[AC]] 2 1 -3 10i "+19j +1
d(B,P)=d(B,AC)= - = = -
|[AC ]l \/4+1+9 \/14

_1/100+361+169 /630 _

VI VT




