CURs02007-2008.
Primera parte. 22 de mayo de 2008.

1) (1p) Estudia las discontinuidades de la funcién:

e2x -1
fX)= e+

2) (1p) Dada la siguiente funcion, se pide:
a) La derivada simplificada.
b) La ecuacién de la tangente de inflexion:

1+X
y=arc tg Tx

3) (1p) Halla las asintotas de la siguiente funcién,
posicion relativa y expresa ésta graficamente:

)= a1

4) (1p) Encuentra el punto de la parabola y=x
mo al punto P(-18,0).

5) (1p) Halla el area de la regién del plano limitada

In 2(x+1)
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Segunda parte. 23 de mayo de 2008.

6) (1p) Discute y resuelve, en su caso, el sistema:

kx+(1-K)y+(k-1)z=k 2

kx+y+z=k 2}
kx+y+kz=2k 2

7) (1p) Halla el vector unitario u “(a,b,c) si se sabe que los ran-
gos de las matrices A y B son simultaneamente 2:

1 1 a 2 0 a
A:[l 0 b} B= [0 -1 b}
1 1 c 3 1 c

8) (1p) Resuelve la siguiente ecuacion, indicando el grado de mul-
tiplicidad de sus raices:

-1 X X X
X -1 X X
X X -1 X =0

9) (1p) Halla la distancia entre las rectas r =x=3+a, y=1, z=1- oy
s=y=0, x-2y+z=0.

10) (1p) Calcula la ecuacion continua de la recta que esta en el
plano m Yy corta perpendicularmente a la recta r:

- - +
= X-2y+3z=1 r EXOS yl _zt3
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Ejercicio 1: Estudia las discontinuidades de la funcion:
eZ/X -1
f(x)= e2x +1 (1 PuNTQ
* % *
Solucién:
19 Dom(f)=(- ,0) U(0,+ ).
29 La funcién es continua en su dominio, ya que, si a eDom(f): 1
3 eZ/X -1 e2/a -1
im ) =lim o737 = gzasg =@

39 La funcion tiene una discontinuidad de salto finit 0 en x=0:

ex-1 e20°-1 e=1 0-1 -1

|)|(T) f(x) = IImC? e2x+1 " e20 +1 @ =+1 O+L 1 — =-1
eZ/X -1 2 eZ/X (2lx)'
lim f(x) =Ilim = lim ; =lim 1=1
eZ/X +1 ~ eZ/X . 2/X
0 0 o RSO 2
* * %

Como se indica en la nota 2, el limite lateral dere cho de la fun-
cion f en x=0 resulta ser, al dar el paso al limite , la indetermina-
cion oo/ oo:

] . oex-l el ete-l  4oo-l 4o

lim fxX) =lm o= = = =—

X—> X—)& e +1 e +1 eteo+1 +o0+1 +o0

x> x>
1 otra forma de estudiar la continuidad es derivando la funcién.
2 Como sale la indeterminacion oo/ o, aplicamos L'Hopital. También puede hacerse sacand 0e 2x
factor comun en numerador y denominador, simplifica ndo a continuacion.

-3-
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Ejercicio 2: Dada la siguiente funcion, se pide: a) la derivada sim-
plificada; b) la ecuacion de la tangente de inflexién:
1+x
y=arc tg Tx (L PunT9
* % *
Solucién:

19) Primero derivamos la funcion:

. 1 1+XY 1 1-x+1+x 2 B
Y= 1+x)2  \1-X 14 (I+x) 2" (1I-x) 2 ~(1-x) 2+(1+x) 2~
1+ (%) @
: 2 2 2 1
T 1-2X+X 2+142X+X 27T 2+42x 27 2(1+x 2) T 1+x?2
29 La condicion necesaria de punto de inflexiébn es qu e la deriva-

da segunda se anule:

Y -2X
y'= WZO = x=0
Para confirmar que se trata de un punto de inflexio n aplicamos el
criterio de la derivada tercera: 1

-2(1+x 2) 2+2x-2(1+x  2)-2x  -2(1+x 2)+8x 2 -2-2x 2+8x2  6x2-2
2 (1+x 2) 4 - (I+x ?)3 T (@+x 23 “([1+x 23 =

= {f0)=-2 #0

Por tanto, la funcién tiene un punto de inflexion e n x=0.
39 Calculamos la ordenada del punto de inflexion:

y(O)=arc tg 1=n/4

49) Calculamos la pendiente en el punto de inflexion:

y'(0)=1
Resumiendo:
x|y |y
O|n4 | 1
59 Por tanto, la ecuacion explicita de la tangente de inflexion
es.
T T T
y- 7 =1:(x-0) =Y- 27X =Y =X+7g
1 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada segunda, que

es lo mas cémodo en este caso.
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Ejercicio 3: Halla las asintotas de la siguiente funcién, estud ia su
posicion relativa y expresa ésta graficamente:
In 2(x+1)
f(x)= X+1 (1 PuNTQ
* % *
Solucién:

19 Dom(f)=(-1,+  oo):

x+1>0 x>-1
x+120 = |xz1 =~ X1

2° Larecta x=-1 es asintota vertical de la funcion:

N 2(+1) 5 IN20%) (- %)2_+x

i =i = = = —
)l(an)_f- f(X) )I(Ln*f- X+1 0+ 0+ 0+ ©
X>- X>-
39 La recta y=0 es asintota horizontal de la funcion en + oo:
2:In(x+1)
. In 2(x+1 . x+1 . 2-In(x+1
im fx) =lim Do) 2, = jim 20+ 2
X —>+oo X —>+oo X+1 X—>+oo 1 X —+0o0 X+1
5. L
i Cox+1 i 2 2 _2_O
- le-oo 1 - le-oo X+1 ~ +oo+1  +oo
Posicion relativa:
In 2(x+1 In 2(x+1
f00-y= (1) o In 2(x+1)
x+1 x+1
Por tanto, como la diferencia es positiva en + o, ya que numerador
y denominador son positivos, la funcion se encuentr a situada por en-
cima de la asintota.
4°) Expresamos gréficamente la posicion relativa de la gréfica de
la funcion respecto a sus asintotas:
1 C
1 para calcular el limite del numerador aplicamos la regla del limite de la composicion.
2 Como sale la indeterminacion o/ «, aplicamos L'Hopital. Para obtener esta indetermin acion
hemos tenido que aplicar al numerador la regla del limite de la composicion.

-5-
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Ejercicio 4: Encuentra el punto de la parabola y=x 2 que estd mas
proximo al punto P(-18,0). (1 PunTd
* % *

Solucién:

Sea Q(x,y) un punto cualquiera de la parabola:

y=X 2

Q(x.y)

P(- 18,0) o

La distancia de P a Q tiene que ser minima:

d=d(P.Q)= \(x+18) 7+y?

Tenemos que expresar la distancia en funcién de una sola variable.
Ahora bien, como Q esta en la parabola, satisface s u ecuacion:

X2zy = d= 4/(x+18) 2+x4
Como d>0, podemos sustituirla por su cuadrado:
C=(x+18) 2+x4

Como la condicién necesaria de extremo relativo es gue la derivada
valga cero, derivamos, igualamos a cero y resolvemo s la ecuacion:

C' =2(x+18)+4x 3 =4x3+2x+36=2(2x 3+x+18) = ! 2(x+2)(2x  2-4x+9)=0 =

X=-2
x+2=0
- {2x2-4x+9:0 = {X:% = Xx=-2

Para aplicar el criterio de la derivada segunda, 2 derivamos de
nuevo y calculamos el valor de la derivada segunda en x=-2:
C"= 12x2+2 = C"(-2)=48+2=50>0 = d es minima en x=-2
Por ultimo:

x=-2 =y=4 = Q(-24)

1 Descomponemos el polinomio por Ruffini.
2 También puede aplicarse el criterio de la variacio n del signo de la derivada primera.
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Ejercicio 5: Halla el area de la region del plano limitada por la
curva de ecuacion y=In X, la recta normal a su gréafica en el punto de
abscisa 1y la recta x=3. (1 PunT9
* % *
Solucién:
Calculamos primero la recta normal a la curva en x= 1:
. y(1)=In 1=0 L v 0=-1(x-1 -
yn X = dy=1x =y@=1 YT (x-1) =¥
* * %
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
y=-Xx+1 _ 2
{yzln x = x*tl=ln  x Sx=1
2°) Averiguamos entre 1y 3 qué funcién esté por encim ay qué fun-
cion esta por debajo:
X ‘ 1 ‘ Y2
2|-1 |In 2

39 Calculamos el érea:

X2

A:fls[m X-(-x+1)]-dx= ff('n x+x-1)-dx = ° [x-ln X + 7 -2X }13:

:(3-In 3+%-6)- (In 1+%-2):3-In 3+%-6 -%+2:3-In 3=In 27

* % %

2 2 2
f(ln x+x-1)-dx =f|n X-dx +X7-x:4x-ln X =X+ X7-x +C=x:In x+x7-2x +C

S| D |l
+|ln x|1
- | 1/x | x

Comprobacion:

2 ' 1 2
(x-ln x+x—-2x) =In x+x- ;+7X- 2=In x+1+ x- 2=In x+x-1

.

Representacion grafica

| y=In x

y=-x+1
1sila pendiente de la tangente es m'=1, lade lan ormal es m=-1 (ya que m-m'=-1).
2va gue la recta es la normal a la curva en el punt o de abscisa 1.
3la correspondiente integral indefinida la hacemos aparte.
4 La integral que falta (las otras son inmediatas de tipo potencial) se hace por partes.
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Ejercicio 6: Discute y resuelve, en su caso, el sistema:
kx+y+z=k 2
kx+(1-K)y+(k-1)z=k 2 (1 PuNT9
kx+y+kz=2k 2
Solucion:
Aplicamos el método de Gauss:
1 1 | k2 k 1 1 |k? k=0 k=0
k 1k ki1 |k2|L]0 «k k2|0| & {k=0 = {k:l
k 1 k |12k2 0 0 k-1 k2 k-1=0 B
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si k=0, el sistema es compatible indeterminado y | a solucion
depende de un parametro: 3
0O 1 1|0 0O 1 1|0 0 1 1|0 _ _ X=al
[o 0 -2 o}iio 0 10}§£0 0 -1 o} S PO S {0 = jy=o
0O 0-1|0 0O 0-1|0 0O 0 0|0 z=0
29 Si k=1, el sistema es incompatible: 6
1 1 1|1
0 -1 -11|0
0O 0 0/1
39 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
kx+y+z=k 2 > 2 B
-ky+(k-2)z=0 = = k— = ky=(k-2)z=(k-2)- k— = y= M =
_ k-1 k-1 k-1
(k-1)z=k 2
k(k-2 k2  k3-k 2-k 2+2k-k 2
= kx=k 2y-z=k 2- (k-l) “kI T k-1 =
k3-3k 2+2k k(k-1)(k-2
e
1 2af.12f; 38f.1f,
2 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem os que despejar luego (caso 3°).
3vYa gue el nimero de incégnitas menos el numero de ecuaciones fundamentales es 1.
4 226.(-1/2).
S 33424,

6 va gue la ultima ecuacion es incompatible.
7 Factorizamos el numerador.
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Ejercicio 7: Halla el vector unitario u “(a,b,c) si se sabe que los
rangos de las matrices A y B son simultaneamente 2:
1 1 a 2 0 a
A=11 0 b B= 0-1 b (1P uNT9
1 1 c 3 1 c
* % *
Solucién:

El rango de la matriz A es 2:

1 1 a 1 1 a
rg(A)=rg [1 0 b} = rg [0 -1 b-a }:2 =c-a=0 = a=c
1 1 c 0O 0 c-a

El rango de la matriz B es 2:

2 0 a 2 0 a 2 0 a
rg(B)=rg [0 -1 b} = rg [O -1 b } 3 rg [0 -1 b £
3 1 c 6 2 2c 0 2 -3at+2c

2 0 a
=rg [0 -1 b }:2 = -3a+2b+2c=0 > -3c+2b+2c=0 = c=2b
0 0 -3a+2b+2c

Por ultimo, el vector u ~ es unitario:
|uH|=1 = x/a2+b2+02=1 > b 2+2¢2=1 :6> b 2+8b2=1 = 9b 2=1 = b 2=1/9 = b=%1/3

Por tanto, hay dos soluciones:

a b c u
23 (13 23 (213,1/3,23)
203 [ 113 | -213 | (-2/3,-1/3,-2I3)

1 2af.12f; 3f-12f,
2 395,

3 39f-3.17,

4 3ef42.00f,
SYa que a=c.

6 va que c=2b.
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Ejercicio 8: Resuelve la siguiente ecuacion, indicando el grado de
multiplicidad de sus raices:

-1 X X X
x -1 X X
X x -1 X =0 (1 PunTO
X X x -1
* * *
Solucién:
-1 X X X 3x-1 X X X
x -1 X X| _~ 1 3x-1 -1 X X|_~ 2
X x -1 x|=0 = |3x1 x -1 x|=0 =
X X X -1 3x-1 X X -1
3x-1 X X X
0 -1-x 0 0 -0 3
= 0 0 -1-x o |7™¥ =
0 0 0 -1-x
3x-1=0 x=1/3 raiz simple
= (3x-1)(-1-x) =0 = {1 =0 - {x— 1 raiz triple

1 1ac+2ac+33c+4%c.

2 paf-1af; 35f.13f; 43f-1°,

3 va gue el determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de
la diagonal principal.

-10-
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Ejercicio 9: Halla la distancia entre las rectas r
y s =y=0, x-2y+z=0.

Solucioén:
Calculamos una determinacion lineal de cada una de

{X=3+0t {P(3,1,1)
r= -

y=1 .
Z::I.' o U:(l,o,-l)

y=0 y=0
S= {x-2y+z:0 = {xz-z
z=p

Como [Q3]=(3,1,1) y las rectas son, evidentemente, paralela

TERCER (LOBAL
=x=3+q, y=1, z=1- o

(1 Punt9

las rectas:

beﬁ Q(0,0,0)
=T {\7:(-1,0,1)

d(r,s)= d(P,s)=

vl N N

lva gue sus vectores direccionales son opuestos.

-11-
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Ejercicio 10: Calcula la ecuacion continua de la recta que esta en
el plano 7y corta perpendicularmente a la recta r:

-5 -1 +3
T=X-2y+3z=1 r EXO :y2 :Z_1 (1 PuNnTO

* k% *

Solucion:
Sea s la recta buscada y P el punto de corte con r:

Calculamos las ecuaciones paramétricas de la recta r:
5 y1 z+3 X=>
X- - z
0 ::y2 =7 =a = y=1+2 a
z=-3- o
Como P pertenece ar, P(5,1+2 a,-3- o). Y como pertenece a .

5-2(1+2 a)+3(-3- o)=1 =5-2-4 0-9-3 a=1 =7 0=-7 = a=-1 = P(5,-1,-2)

Como el vector direccional de la recta r, u 7=(0,2,-1), y el vector
caracteristico del plano, v ~=(1,-2,3), son perpendiculares a la recta
S, un vector direccional de ésta es:

- - I r E - .o —>
UAV=(0 2 -1 [F4i - -2k
1 -2 3

Por tanto, la ecuacién continua de la recta s es:

X5 _y+l  z+2
S=T4TT T2

* % %

También puede hacerse de la siguiente manera. Una v ez calculado P
como interseccion de la recta r y el plano 7T, cComo la recta s es
perpendicular a r, estara en el plano perpendicular ar que pasa por
P, y como también esta en el plano 7, SU ecuacion viene dada como la
interseccion de ambos planos; o teniendo en cuenta gue los puntos de
la recta s son los puntos X del plano 1 tales que el producto escalar

de los vectores [PX H] yu _ es cero.

1 por tanto, X(1+2 a-3 B, a, B).
-12-



