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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Primera parte. 19 de mayo de 2010. 

1)  (1p) Clasifica las discontinuidades de la función:  

f(x)=  

e1/x -1
e1/x +1 

2)  (1p) Halla la derivada de la siguiente función en x=1: 

f(x)=  
ln  x

x-1 si x ≠1

1 si x=1
 

3)  (1p) Halla la ecuación implícita de la recta tange nte a la cur-

va de ecuación x 3+xy-2y 2=0 en el punto de ordenada 1.  

4)  (1p) Demuestra que la siguiente función tiene un m ínimo relati-

vo en el intervalo (0,1). Menciona los resultados t eóricos que uti-

lices: 

f(x)=x 3-2x+sen   π
2·x  

5)  (1p) Halla una primitiva de la función f(x)=arc  tg  x y comprueba 

el resultado. 
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Segunda parte. 21 de mayo de 2010. 

6)  (1p) Discute y resuelve, en su caso, el siguiente sistema: 


x+ay+az=a

x+y+az=a
x+ay+a 2z=a 2

ax+a 2y+a 3z=a

 

7)  (1p) Halla la inversa de la siguiente matriz y com prueba el re-

sultado: 

A=



3

0
1

  
2
1

-1
  

2
-1

2
 

8)  (1p) Demuestra la siguiente identidad: 





1

x
x
x

  

x
x
x
1

  

x
x
1
x

  

x
1
x
x

=-(3x+1)(1-x) 3 

9)  (1p) Dados los vectores a
→

(1,-1,2), b
→

(-2,0,3) y c
→

(2,0,-1), cal-

cula: 

 a)  El volumen del tetraedro que determinan. 

 b)  El área de la cara del tetraedro cuyos vértices so n los ex-

tremos de dichos vectores dibujados con origen comú n. 

10)  (1p) Halla la ecuación continua de la recta que re sulta al 

proyectar sobre el plano π la recta r: 

π≡x-y+3z=28  r ≡ 

x-1
-1  = 

y-1
2  = 

z-2
1  
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 1:  Clasifica las discontinuidades de la función: 

 f(x)=  

e1/x -1
e1/x +1 (1  PUNTO) 

 *  *  *  

Solución:  

1º)  Dom(f)=(- ∞,0) ∪(0,+ ∞). 

2º)  La función f es continua en su dominio, ya que, si  a ∈Dom(f): 1 

lím
x→a

 f(x)  = lím
x→a

 

e1/x -1
e1/x +1  = 

e1/a -1
e1/a +1  = f(a) 

3º)  La función f tiene una discontinuidad de primera e specie con 

salto finito en x=0: 

lím 

x→0
 

x<0

 f(x)  = lím 

x→0
 

x<0

 

e1/x -1
e1/x +1  = 

e1/0 - -1
e1/0 - +1  = 

e- ∞-1
e- ∞+1

 = 

0-1
0+1  = -1 

lím 

x→0
 

x>0

 f(x)  = lím 

x→0
 

x>0

 

e1/x -1
e1/x +1 =2  lím 

x→0
 

x>0

 

e1/x ·(1/x)'
e1/x ·(1/x)'  = lím 

x→0
 

x>0

 1  = 1 

* * * 

Como se indica en la nota 2, el límite lateral dere cho de la fun-

ción f en x=0 resulta ser, al dar el paso al límite , la indetermina-

ción ∞/ ∞: 

lím 

x→0
 

x>0

 f(x)  = lím 

x→0
 

x>0

 

e1/x -1
e1/x +1  = 

e1/0 +-1
e1/0 ++1  = 

e+∞-1
e+∞+1

 = 

+∞-1
+∞+1

 = 

+∞
+∞ 

                     
1 Otra forma de estudiar la continuidad es derivando  la función. 
2 Como sale la indeterminación ∞/ ∞, aplicamos L'Hôpital. También puede hacerse sacand o e 1/x  
factor común en numerador y denominador, simplifica ndo a continuación. 
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 2:  Halla la derivada de la siguiente función en x=1: 

 f(x)=  
ln  x

x-1 si x ≠1

1 si x=1
 (1  PUNTO)  

 *  *  *  

Solución:  

La función es derivable en x=1 y su derivada es f'( 1)=-1/2:  

f'(1)=  lím
x→1

 
f(x)-f(1)

x-1  = lím
x→1

 

 
ln  x
x-1  -1 

x-1  =1  lím
x→1

 
ln  x-x+1
(x-1) 2  =2  

 = lím
x→1

 

1
x  -1

 2(x-1)  =3  lím
x→1

 
1-x

2x(x-1)  = lím
x→1

 
-(x-1)

2x(x-1)  = lím
x→1

 
-1
2x  =-  

1
2 

 

 

 

 

                     
1 Multiplicamos numerador y denominador por x-1. 
2 Como sale la indeterminación 0/0, aplicamos L'Hôpi tal. 
3 Multiplicamos numerador y denominador por x. 
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 3:  Halla la ecuación implícita de la recta tangente a  la 
curva de ecuación x 3+xy-2y 2=0 en el punto de ordenada 1.  (1  PUNTO) 

 *  *  *  

Solución:  

1º)  Calculamos la abscisa del punto de tangencia: 

x3+xy-2y 2=0 ⇒1  x 3+x-2=0 ⇒2  (x-1)(x 2+x+2)=0 ⇒ 

⇒ 
x-1=0
x2+x+2=0 ⇒ 



x=1

x=  

-1±  1-8
2

 ⇒ x=1 

2º)  Para hallar la pendiente, derivamos la función: 3 

x3+xy-2y 2=0 ⇒ 3x 2+y+xy'-4yy'=0 

3º)  Calculamos la pendiente en el punto de tangencia: 

3x 2+y+xy'-4yy'=0 ⇒4  3+1+y'-4y'=0 ⇒ 3y'=4 ⇒ y'=4/3 

Resumiendo: 
 

x y y' 
1 1 4/3  

 

4º)  Por tanto, la ecuación implícita de la recta tange nte es: 

y-1=  

4
3·(x-1) ⇒ 3y-3=4x-4 ⇒ 4x-3y-1=0 

 

 

 

                     
1 Ya que y=1. 
2 Descomponemos el polinomio por Ruffini. 
3 Por el método de derivación implícita. 
4 Ya que x=1 e y=1. 
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 4:  Demuestra que la siguiente función tiene un mínimo  re-
lativo en el intervalo (0,1). Menciona los resultad os teóricos que 
utilices: 

 f(x)=x 3-2x+sen   
π
2·x  (1  PUNTO) 

 *  *  *  

Solución:  

1º)  Como la condición necesaria de extremo relativo es  que la de-

rivada valga cero, se considera la función: 

 f'(x)=  3x 2-2+  

π
2·cos   π

2·x  

2º)  Como la función f' satisface las condiciones del t eorema de 

Bolzano, existe α en (0,1) tal que f'( α)=0. 

En efecto:  

 1ª)  f'(0)·f'(1)<0: 

 • f'(0)=-2+ π/2<0. 

 • f'(1)=  3-2=1>0. 

 2ª)  f' es continua en [0,1]: 

 • [0,1] ⊂ Dom(f')=Dom(f)=R. 

 • Si a ∈[0,1]: 

lím
x→a

 f'(x)=lím
x→a

  3x 2-2+  

π
2·cos   π

2·x  = 1  3a 2-2+  

π
2·cos   π

2·a  =f'(a) 

3º )  Ahora bien, como f es continua en α, por ser derivable en di-

cho punto, y f' es negativa a la izquierda y positi va a la derecha 

de α, entonces, por el criterio de la variación del sig no de la de-

rivada primera, f tiene en dicho punto un mínimo re lativo. 

 

 

                     
1 Para calcular el límite del último sumando hemos a plicado la regla del límite de la com-
posición. 

1 

1 

O α 

f '

-2+ π/2
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 5:  Halla una primitiva de la función f(x)=arc  tg  x y com-
prueba el resultado.  (1  PUNTO) 

 *  *  *  

Solución:  

⌠⌡arc  tg  x·dx = 1  x·arc  tg  x- ⌡⌠
x

1+x 2·dx = 2   

= x·arc  tg  x-  

1
2· ⌡⌠

2x
1+x 2·dx  = x·arc  tg  x-  

1
2·ln(1+x 2)+C   

 
S D I  
+ arc  tg  x 1 

-  
1

1+x 2 x  

Comprobación:  

 x·arc  tg  x-  

1
2·ln(1+x 2)

'
= arc  tg  x+x·

1
1+x 2  -  

1
2·

2x
1+x 2  = 

= arc  tg  x+  

x
1+x 2  -  

x
1+x 2  = arc  tg  x 

 

                     
1 Esta integral se hace por partes. La integral efec tuada en la columna I es inmediata de 
tipo potencial. 
2 Multiplicamos y dividimos la integral por 2. De es te modo la convertimos en una integral 
casi inmediata de tipo logaritmo. Aunque también se  puede hacer con el cambio de variable 
1+x 2=t, 2x·dx=dt. 
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 6:  Discute y resuelve, en su caso, el siguiente siste ma: 

 


x+ay+az=a

x+y+az=a
x+ay+a 2z=a 2

ax+a 2y+a 3z=a

 (1  PUNTO) 

 *  *  *  

Solución:  

Aplicamos el método de Gauss: 


1

1
1
a

 

a
1
a
a2

  

a
a
a2

a3



a

a
a2

a

   ~1  
1

0
0
0

 

a
1-a

0
0

  

a
0

a2-a
a3-a 2



a

0
a2-a
a-a 2

  ~2
 
1

0
0
0

 

a
1-a

0
0

  

a
0

a2-a
0 



a

0
a2-a
a-a 3

  →3  

→ 
1-a=0
a(a-1)=0
a·(1-a)·(1+a)=0

 ⇒ 
a=1
a=0, a=1
a=0, a=1, a=-1

 

Estudiamos los distintos casos: 

1º)  Si a=-1, el sistema es compatible determinado: 


1

0
0
0

 

-1
2
0
0

  

-1
0
2
0



-1

0
2
0

  → 
x-y-z=-1
2y=0
2z=2

 ⇒ 
x=0
y=0
z=1

 

2º)  Si a=0, el sistema es compatible indeterminado y l a solución 

depende de un parámetro: 4 


1

0
0
0

 

0
1
0
0

  

0
0
0
0


0

0
0
0

   → 
x=0
y=0  ⇒ 

x=0
y=0
z=α 

3º)  Si a=1, el sistema es compatible indeterminado y l a solución 

depende de dos parámetros: 


1

0
0
0

 

1
0
0
0

  

1
0
0
0


1

0
0
0

  → x+y+z=1 ⇒ x=1-y-z ⇒ 



x=1- α- β
y=α
z=β

 

4º)  En los demás casos el sistema es incompatible. 

                     
1 2ªf-1ªf; 3ªf-1ªf; 4ªf-a·1ªf. 
2 4ªf-a·3ªf. 
3 Si a-a 3≠0, el sistema es incompatible (caso 4º). Estudiamos  primero los demás casos. 
4 Ya que el número de incógnitas menos el número de ecuaciones fundamentales es 1. 
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 7:  Halla la inversa de la siguiente matriz y comprueb a el 
resultado: 

 A= 



3

0
1

  
2
1

-1
  

2
-1

2
 (1 P UNTO) 

 *  *  *  

Solución:  

Como |A| ≠0, la matriz A es inversible: 

|A|= 



3

0
1

  
2
1

-1
  

2
-1

2
 =6-2-2-3=-1 

Por tanto: 

A= 



3

0
1

  
2
1

-1
  

2
-1

2
 →1  A*=  

 1
-6
-4

 
-1

4
3

  
-1

5
3

  →2  (A*)'=  
 1
-1
-1

 
-6

4
5

  
-4

3
3

  → 

→ A -1 = 

(A*)'
|A|  =

 
 1
-1
-1

 
-6

4
5

  
-4

3
3

 

-1    = 
-11

1
  

6
-4
-5

  
4

-3
-3

 

Comprobación: 





3

0
1

  
2
1

-1
  

2
-1

2
 ·  

-11
1

 
6

-4
-5

  
4

-3
-3

 = 
-3+2+2

0+1-1
-1-1+2

 
18-8-10

0-4+5
6+4-10

  
12-6-6

0-3+3
4+3-6

 = 
10
0

 
0
1
0

  
0

0
1

 

* * * 

También puede hacerse por Gauss: 


30
1

 
2
1

-1
  

2
-1

2



1

0
0

  
0
1
0

  
0
0
1

  ~3   
10
3

 
-1

1
2

  
2

-1
2



0

0
1

  
0
1
0

  
1
0
0

  ~4
  
10
0

 
-1

1
5

  
2

-1
-4 



0

0
1

  
0
1
0

 
1
0

-3
  ~5

 

~ 
10
0

 
-1

1
0

  
2

-1
1



0

0
1

  
0
1

-5
  

1
0

-3
 ~6

  
10
0

 
-1

1
0

  
0
0
1



-2

1
1

  
10
-4
-5

  
7

-3
-3

 ~7
  
10
0

 
0
1
0

  
0
0
1



-1

1
1

  
6

-4
-5

  
4

-3
-3

 → 

→ A -1 = 
-11

1
 

6
-4
-5

  
4

-3
-3

 

                     
1 Calculamos la adjunta de A. 
2 Calculamos la traspuesta de la adjunta de A. 
3 1ªf  ↔ 3ªf. 
4 3ªf-3·1ªf. 
5 3ªf-5·2ªf. 
6 2ªf+3ªf; 1ªf-2·3ªf. 
7 1ªf+2ªf. 
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 8:  Demuestra la siguiente identidad: 

 



1

x
x
x

  

x
x
x
1

  

x
x
1
x

  

x
1
x
x

=-(3x+1)(1-x) 3 (1  PUNTO) 

 *  *  *  

Solución:  





1

x
x
x

  

x
x
x
1

  

x
x
1
x

  

x
1
x
x

 =1  



3x+1

3x+1
3x+1
3x+1

  

x
x
x
1

  

x
x
1
x

  

x
1
x
x

 =2  



3x+1

0
0
0

  

x
0
0

1-x

  

x
0

1-x
0

  

x
1-x

0
0

 =3  

=- 



3x+1

0
0
0

  

x
1-x

0
0

  

x
0

1-x
0

  

x
0
0

1-x

 =4  -(3x-1)(1-x) 3 

                     
1 1ªc+2ªc+3ªc+4ªc. 
2 2ªf-1ªf; 3ªf-1ªf; 4ªf-1ªf. 
3 2ªc  ↔ 4ªc. 
4 El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la dia-
gonal principal. 
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 9:  Dados los vectores a

→
(1,-1,2), b

→
(-2,0,3) y c

→
(2,0,-1), 

halla: a)  el volumen del tetraedro que determinan; b)  el área de la 
cara del tetraedro cuyos vértices son los extremos de dichos vecto-
res dibujados con origen común.  (1  PUNTO)  
 *  *  *  

Solución:  

a)   Calculamos el volumen del tetraedro: 

V= 

1
6·|[a

→
,b

→
,c

→
]|  = 

1
6· 



 1
-2

2

-1
0
0

  


2

3
-1

  = 

1
6·|-6+2|=  

4
6  = 

2
3 

b)   Sea OABC el tetraedro que determinan los vectores  a
→

, b
→

 y c
→

: 

Si O es el origen de coordenadas, los extremos de l os vectores son 

A(1,-1,2), B(-2,0,3) y C(2,0,-1). Por tanto, el áre a del triángulo 

ABC es: 

S= 

1
2·|[AB

→
] ∧[AC

→
]|  = 

1
2·




 i

→

-3
1

 
j
→

1
1

  



k

→

1
-3

  = 

1
2·|-4i

→
-8j

→
-4k

→
|=  |-2i

→
-4j

→
-2k

→
|= 

= 4+16+4=2· 6 

B C

A 

a
→

 

b
→

 

c
→

 

O
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CURSO 2009-2010. TERCER GLOBAL 
Ejercicio 10:  Halla la ecuación continua de la recta que resulta  al 

proyectar sobre el plano π la recta r: 

 π≡x-y+3z=28         r ≡ 

x-1
-1  = 

y-1
2  = 

z-2
1  (1  PUNTO) 

 *  *  *  

Solución: 

Calculamos una determinación lineal de la recta r:  

x-1
-1  = 

y-1
2  = 

z-2
1  ⇒ 

P(1,1,2)

u
→

=(-1,2,1)
 

La recta y el plano son paralelos, ya que el produc to escalar del 

vector direccional de la recta y el vector caracter ístico del plano, 

v
→

(1,-1,3), es cero: u
→

·v
→

=(-1,2,1)·(1,-1,3)=-1-2+3=0. 

Sea R(1,0,9) un punto concreto del plano π y Q y s las proyeccio-

nes de P y r, respectivamente, sobre dicho plano: 

Como el vector [PQ
→

] es la proyección del vector [PR
→

] sobre el vec-

tor v
→

(1,-1,3): 

[PQ
→

]=  

[PR
→

]·v
→

v
→

·v
→ ·v

→
 = 

(0,-1,7)·(1,-1,3)
(1,-1,3)·(1,-1,3) ·v

→
 = 

0+1+21
1+1+9 ·v

→
 = 

22
11·v

→
 = 2·v

→
 ⇒ 

⇒ (x-1,y-1,z-2)=(2,-2,6) ⇒ 
x-1=2
y-1=-2
z-2=6

 ⇒ 
x=3
y=-1
z=8

 ⇒ Q(3,-1,8) ⇒ 

⇒ s ≡ 

x-3
-1  = 

y+1
2  = 

z-8
1  

* * * 

El punto Q también puede calcularse teniendo en cue nta que los 

vectores [PQ
→

] y v
→

 son colineales. 1 O por la intersección de la recta 

PQ, que tiene por vector direccional v
→

, y el plano π. También puede 

calcularse la recta s como la intersección de este último plano y el 

perpendicular a él que contiene la recta r. Éste qu eda determinado 

por el punto P y los vectores u
→

(-1,2,1) y v
→

(1,-1,3). 

                     
1 En este caso, como Q ∈π, Q(28+ α-3 β, α, β). 

Q(x,y,z)

P(1,1,2)

sπ 

r
u
→

 
v
→

 

R(1,0,9)


