CUrRs02000-2001. GEOMETRIA
18 de mayo de 2001.

1) (1p) Prueba que las coordenadas del vector [AB H] se obtienen
restando las del punto A a las del punto B.

2) (1p) Deduce la ecuacion vectorial de la recta.
3) (1p) Estudia la posicion relativa de dos planos.
4) (1p) Halla la distancia de un punto a una recta.

5) (6p) Si A(1,-1,8), B(2,1,7) y C(4,-4,14) son los v értices de un
triangulo, se pide:
a) Ecuacion general del plano ABC.
b) Ecuacion de la altura correspondiente al vértice C
c) Ecuacion de la bisectriz del &ngulo A.
d) Angulo A.
e) Area del triangulo.
f) La proyeccion del eje de abscisas sobre el plano A BC.
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Ejercicio 5: Si A(1,-1,8), B(2,1,7) y C(4,-4,14) son los vértic es de
un triangulo, se pide: a) ecuacion general del plano ABC; b) ecua-
cion de la altura correspondiente al vértice C; c) ecuacion de la
bisectriz del angulo A; d) &ngulo A; e) éarea del triangulo; f) la
proyeccion del eje de abscisas sobre el plano ABC. (6 PunTO$
* % *

Solucién:

a) El plano ABC queda determinado por el punto A(1,-1 ,8) y los

vectores [AB H]:(1,2,-1) y [AC H]=(3,-3,6). Por tanto, su ecuacion es:

x-1 y+1 z-8
% % é =0 = 9(x-1)-9(y+1)-9(z-8)=0 =

= X-1-y-1-z+8=0 = X-y-z+6=0

* % %

Otra forma de hacerlo consiste en calcular un vecto r caracteristi-
co del plano ABC multiplicando vectorialmente [AB H] y [ACH]. Con lo
gue tendriamos la ecuacién general de dicho plano, salvo el término
independiente, que se calcularia con el punto A, po r ejemplo.

b) Sea ABC el triangulo dado. Trazamos la altura corre spondiente

al vértice C que corta al lado opuesto en X:

C(4,-4,14)
A1, -1,8) l_Tx B(2,1,7)
Como la recta AB pasa por el punto A(1,-1,8) y [AB H]:(1,2,-1) es un
vector direccional, sus ecuaciones paramétricas son las siguientes:
x=1+a
y=-1+2 o
z=8- o

Como X esta en la recta AB, satisface su ecuacion:
X(1+ o,-142 o,8- «)

Portanto, [XC  |=(3- o,-3-2 o6+ a).
Como los vectores [AB H] y [XC H] son perpendiculares, su producto es-
calar es cero:

[ABT-[XC =0 = (1,2,-1)-(3- 0,-3-2 0,6+ a)=0 =
= 3- a-64 a-6- 0=0 =6 =9 = oa=-3/2 =
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= [XC ]=(3+3/2,-3+6/2,6-3/2)=(9/2,0,9/2)= %-(1,0,1)

Por tanto, la ecuacién continua de la altura es:

x4 y+4 z-14
XC="1"="5 =71

* % %

El parametro o también se puede calcular teniendo en cuenta que e

punto X pertenece al plano perpendicular a AB que p asa por C; o que
X es el punto de la recta AB méas proximo a C; o apl icando el teorema
de Pitdgoras al triAngulo ACX (en este caso, ademas de X, te saldra
como solucién extrafia A). 1 También puede hallarse la altura calcu-
lando un vector direccional: el producto vectorial de [AE?] y el ca-
racteristico del plano ABC, ya que ambos son perpen diculares a dicha
recta; o hallando el punto X(x,y,z) teniendo en cue nta que [AX H] es
la proyeccion del vector [AC H] sobre el vector [AB H]. Por dltimo, se
puede obtener la altura como interseccion del plano ABC y el perpen-
dicular a la recta AB que pasa por C.

c) Para calcular la bisectriz del &ngulo A necesitamos dos vecto-
res del mismo médulo que sean colineales con [AB H] y [ACH]:

C(4,-4,14)
A1, -1,8) B(2,1,7)
Calculamos, pues, los mdédulos de [AB H]=(1,2,-1) y [AC H]:(3,-3,6):
[AB ]|= [1+4+1=+[6; |[AC J|= [9+9+36=3+/6
Por tanto, un vector direccional de la bisectriz de [ angulo A es:

4 =[AB]+ %-[A€]=(1,2,-1)+ %-(3,-3,6)=(1,2,-1)+(1,-1,2):(2,1,1)

Y como la bisectriz pasa por el punto A(1,-1,8), su ecuacion con-
tinua es la siguiente:

x-1 _y+1 z-8
2~ 1 "1
1Al aplicar el teorema de Pitagoras al triangulo AC X, siempre sale como una de las solu-
ciones el punto A de la recta AB, ya que, si en la formula del teorema, sustituyes X por A,

se obtiene AA  2+AC=AQ, esto es, AC 2=AQ, lo que siempre es cierto.
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d) Como A(1,-1,8), B(2,1,7) y C(4,-4,14), el angulo A lo obtenemos
a partir de su coseno:

[ABAC ] _(1,2-1)3,-3,6)
[AB-AC ) V1t4+1-\9+9+36

cos A:cos([ABH],[ACH]):

3-6-6 -9

\/—\/—\/—3\/— 2:>A120

e) El area del triAngulo determinado por los puntos A (1,-1,8),
B(2,1,7) y C(4,-4,14) es la siguiente:

b ZJIABJHAC Il-sen(AB LIAC )

V3_9:48

1 1
=5-4/6-1/54-sen 120 =518 5 =—5—

S=5-[AB ] AAC]| =

f) Sear el eje de abscisas, P el punto en el que cor ta al plano
ABC, y Qv s las proyecciones del origen de coorden adas y del eje OX
sobre dicho plano:

;
0(0,0,0)

s/

Como el eje OX pasa por O(0,0,0) y tiene por vector direccional al
vectori (1,0,0), sus ecuaciones paramétricas son: x= o, y=0, z=0.

Como P pertenece a dicho eje, P( a,0,0).

Como P pertenece al plano ABC =Xx-y-z+6=0, 2 satisface su ecuacion:

0+6=0 = a=-6 = P(-6,0,0)

Como u(1,-1,-1) es un vector caracteristico del plano e i ~ un vec-
tor direccional de la recta r, un vector direcciona | de la recta s
es el producto vectorial de los vectores u 'y u A, ya que ambos son
perpendiculares a s: 3
1 utilizamos la férmula del médulo del producto vect orial. También puede hacerse calculando
el producto [AB '] A[AC].
2 | a ecuacion de este plano la hemos obtenido en el apartado a.
3 Otra forma de calcular dicho vector consiste en ha llar el punto Q. Por ejemplo, como
interseccion de la recta OQ con el plano ABC; o ten iendo en cuenta que el vector [OQ es
colineal con el vector caracteristico del plano ABC ;o que [OQ ] es la proyeccién del vector

[OP] sobre el vector caracteristico del plano ABC.
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UA(UAT)=UAIL -1 -1FUAn(§ +K)=(1 -1 -1 F2 - -k=(2i + +k)
1 0 O 0 -1 1
La ecuacioén continua de la recta s es:
Xt6 _y_z
2 171
* % %
También puede calcularse la recta s como intersecci on del plano
ABC y el perpendicular a él que contiene la recta r . Este queda de-
terminado por el punto O y los vectores u “(1-1-1) ei ~(1,0,0).



