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1) (4p) Deduce:
a) Las coordenadas del punto medio de un segmento con
de sus extremos.
b) La distancia de un punto a una recta.

2) Dadaslasrectasry s:

a) (0,8p) Estudia su posicion relativa.

b) (0,8p) Calcula la ecuacion del plano que contiene
paralelo a s.

c) (1,2p) Halla la ecuacion de la recta que pasa por
de coordenadas y se apoyaenrys.

d) (0,8p) Calcula la ecuaciéon del plano perpendicular
pasa por A(4,0,2).

e) (0,8p) Halla la proyeccién de punto A sobre la rec

f) (0,8p) Calcula la distancia entre ry s.

g) (0,8p) Halla el angulo que formanry s.

x=t

X-y+z+4=0 { _
rz{ oy O— S =<y=1+t
x+y-z+2=0 z=2t
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CUrRs02002-2003. GEOMETRIA

Ejercicio 2: Dadas las rectas r y s: a) estudia su posicion relati-
va; b) calcula la ecuacion del plano que contiene ary e s paralelo
as; c¢) hallala ecuacion de la recta que pasa por el orig en de co-
ordenadas y se apoyaenrys; d) calcula la ecuacion del plano per-
pendicular a r que pasa por A(4,0,2); e) halla la proyeccion de pun-
to A sobre la recta s; f) calcula la distancia entre ry s; g) halla
el angulo que formanry s
x=t
_[X-y+z+4=0 o
:{x+y-z+2:0 S :{Z;%:t (6 PuNTO}
* % *
Solucién:
a) Calculamos una determinacion lineal de cada una de las rectas:
=-3
{x-y+z+4=0 1 [2x+6=0 xX=-3 —1+ P(-3,1,0)
xty-z+#2=0 = xtyz+2=0 7 ly=1+z = P2 = lgo0.1,1)
Z=o ”
x=t 0,1,0
y=1+t = {9( )
Evidentemente, las rectas no son paralelas. Por tan to, o0 se cortan
0 se cruzan:
0,11
17172

—. .
Como los vectores [PQ ]=(3,0,0), u "y v  no son coplanarios, las rec-
tas se cruzan: 2

o 3 0 O
[PQ Ju v]=|0 1 1=6-3=3 #0
1 1 2
b) Por contener el plano a la recta r y ser paralelo a la recta s,
gueda determinado por el punto P(-3,1,0) y los vect ores direcciona-
les de dichas rectas, u 7(0,1,1) y v (1,1,2). Por tanto, su ecuacién

general es la siguiente:

x+3 y-1 z
0 1  1=0 = x+3+y-1-z=0 = x+y-z+2=0
1 1 2
* * %
Otra forma de hacerlo consiste en calcular un vecto r caracteristi-
co del plano multiplicando vectorialmente u ~yv . Con lo que tendria-
mos la ecuacion general de dicho plano, salvo el té rmino indepen-

diente, que se calcularia con el punto P.

lala primera ecuacion le sumo la segunda.
2 Otra forma de verlo es comprobando que el sistema de sus ecuaciones es incompatible.



c) Larectatque andamos buscando corta a la recta r en el punto
Ay alarectas en el punto B. Como A er, A(-3,1+ o, o); y comoB  es,

B(B,1+ B,2 P):

B(B,1+ B,2 B)
0(0,0,0)

A(-3,1+ o, o)

r

Como los vectores [OA H]=(-3,1+ o, o)y [OBH]z( B,1+ B,2 B) son colinea-
les, sus coordenadas son proporcionales:

3 1ta_ g 33 P=prop op=-3-4 B gp_3ap  (2p=3
?__1'*'3 _Z_B = 1-6 B=af = Jap=-6 6 p=0-2 B = No=-a B
2p+2ap=a+af af=a-2 B
B=3/2
= {oc=-6
Como estos dos valores satisfacen las tres ecuacion es del sistema,

[EnY

éste es compatible y, por tanto, existe la recta t:

> Xy z
oa=-6 = [OA ]=(-3,-5,-6) =t =3=5-%
* % %

También puede calcularse la recta t como intersecci on de los dos
planos que el punto O determina con las rectas r y s. 2 O calculando
el punto A, por ejemplo. Punto que se obtiene por i nterseccion de la
recta r con el plano determinado por O y la recta s

d) El plano perpendicular a la recta r tiene como vect or caracte-
ristico el direccional de la recta, u 7(0,1,1). Por tanto, su ecuacion
es y+z+D=0.

Y como dicho plano pasa por el punto A(4,0,2):

2+D=0 = D=-2 = y+z-2=0
e) Sea X la proyeccion del punto A sobre la recta s:
A(4,0,2)
v=(1,1,2)
. -
X(t,1+t,2t) Q(0,1,0)
lgs posible, aunque improbable en un examen, que ta | recta no exista.
2 Eneste caso, por lo dicho en la nota anterior, es necesario comprobar la solucién.



Como Xes, satisface su ecuacion, esto es, X(t,1+t,2t).
Aplicamos el teorema de Pitagoras al triangulo AXQ:

AXHQR=AQ = (t-4) 2+(1+1) 2+(2t-2) 2+t 2+t 244t 2=16+1+4 —

>t 2-8t+16+1+2t+t  2+4t 2-8t+4+6t 2=21 —> 12t 2-14t=0 = 2t(6t-7)=0 =

t=0 X(0,1,0) 1
> \Ce = (X(letderis) 2 X(TB136.713)

También puede calcularse el pardmetro t teniendo en cuenta que el
punto X pertenece al plano perpendicular a la recta S que pasa por
A; 2 0 que el vector [AX H] es perpendicular a v ~: o considerando que AX
es la minima distancia de A a s. El punto X(x,y,z) puede calcularse
también directamente si se repara en que el vector [QY] es la pro-
yeccion de [QA H] sobre v

f) Como la recta r pasa por el punto P(-3,1,0) y tiene au (0,1,1)
como vector direccional, la recta s pasa por el pun to Q(0,1,0) y
tieneav (1,1,2) como vector direccional y dichas rectas se cruzan, 3
entonces:

3 0 O

L 0 1 1

I[ [PQLu V]| 1 1 2 |6-3|
d(r,S): NN = NN - o =

[u Av| i ] K [+ -k
0O 1 1
1 1 2

3 _3_% \3 =3

“yIH+L N3 3

g) Como u=(0,1,1) y v =(1,1,2) son los vectores direccionales de
las rectas r y s, respectivamente:

- >

luv] (0,1,1)-(1,1,2)
Wl 0] V1L 14144

142 3 343 3

:\/E.\/g—z\/g— 2.3 —7 :>(I’,S)=30°

cos(r,s)=

1Al aplicar el teorema de Pitadgoras al triangulo AQ X, siempre sale como una de las solu-
ciones el punto Q de la recta s, ya que, sien la f o6rmula del teorema, sustituyes X por Q,
se obtiene AQ  2+QQ@=AQ, esto es, AQ 2=A(2, lo que siempre es cierto.

2 Dicho plano tiene por vector caracteristico el dir eccional de larectar.

3 Lo hemos visto en el apartado a.



