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1.- Otra forma de expresar la derivada de una funci

Hemos visto en la primera leccion distintos modos d
pendiente de la recta tangente a la grafica de la f
punto de abscisa x

LECCION 3

uncién en un pun-
das sucesivas.

6n en un punto

e expresar la
uncion f en el

0. O, lo que es lo mismo después de haber visto la

leccién anterior, distintas formas de expresar la d erivada:
. . Y-Yo . f(x)-f(x i A
f(x o)=lim T-—=Iim M:hm —
X—=xo XX 0 x—Xo X-X o Ax—=0 AX

Si en la segunda de esas expresiones se hace el cam
queda:

o f(x_oth)-f(x o)
o)=lim., h

f'(x

* % %

bio * x=x o+h,

Apliqguemos esta ultima férmula al célculo de la der ivada de la
funcién f(x)=x 2 en algunos puntos de su dominio:
AN f(0+h)-f(0) . h20 _ hz_ _
 FO)=lim h =imy R =M, =iim, h =0
s f(1+h)-f(1) . (A+h) 2.1 . 1+2h+h2-1 h(2+h)
o F)=m h =im, h =im, h m, TR T
:|rl]n_’l)o (2+h)=2
N f(2+h)-f(2) (2+h) 2-4 ~ 4+4h+h2-4 = h(4+h)
 F@)=Im h =im, h =im, h B A
:|rl]n_’l)o (4+h)=4
e Etc.
Ahora bien, ahorrariamos tiempo si, en lugar de cal cular la deri-
vada en cada punto por separado, lo hiciéramos en t odos a la vez:
N1 f(x+h)-f(x) v (xth) 2-x2 . x2+2xh+h2-x 2 h(2x+h)
« Feg=lim h =im, h =im, h =im, h ~
=lim _(2x+h)=2x
h—0
Resulta, pues, que f'(x)=2x. Aplicando esta férmula , son inmedia-
tas las derivadas anteriores: f'(0)=2-0=0, f'(1)=2- 1=2, etc.
Pues bien, se dice que f'(x)=2x es la derivada de f (X)=x 2.

! Observaque h=  ax.



2.- Funcion derivada

Sellama derivada de f , Y se denota por f', a la funcién dada por:
f(x+h)-f(x)
h

o f'(x)=lim hso

e Dom(f)={x  eDom®)|f(x) R}

El dominio de f' se llama dominio de derivabilidad de f y, COmo se
sigue de la definicion, es un subconjunto de Dom(f)

Dom(f) <Dom(f)

Asi, la derivada de la funcion f(x)=In X, cuyo dominio es (0,+ ),

es, como veremos, la funcion f'(x)=1/x. Por tanto, Dom(f)=(0,+ ).
* ok ok

Normalmente, el dominio de derivabilidad de una fun cion suele ser
la unién de un numero finito de intervalos. Necesit amos, pues, las
siguientes definiciones:

e La funcién f es derivable en el intervalo abierto ( a,b) siloes
en todos sus puntos.

e La funcién f es derivable en el intervalo cerrado | a,b] siloes
en (a,b), por la derecha en a y por la izquierda en b.

e La funcién f es derivable en el intervalo semiabier to ' [a,b) i

lo es en (a,b) y por la derecha en a.

3.- La tabla de derivadas

Aplicando la definicién de funcion derivada, 2 vamos a calcular las
derivadas de las funciones elementales mas sencilla s. 8
1%) La funcion constante, f(x)=k, es derivable en su d ominio, y su
derivada es f'(x)=0:
- f(x+h)-f(x) im K e oo
X)=lm =l T =l =
h—0 h h—0 h h—0
2%) La funcion identidad, f(x)=x, es derivable en su d ominio, y su
derivada es f'(x)=1:
f(x+h)-f(x) X+h-x h
f'(x)=lim =lim =lim w=lim 1=1
( ) h—0 h h—0 h h—0 h h—0
3%) La funcion potencial de exponente natural, f(x)=x n, es deriva-
1O semicerrado . Igualmente se define la derivabilidad en un inter valo del tipo (a,b].
2 Aunque también puede utilizarse, como veremos, la definicién de derivada de una funcién
en un punto.
% La tabla completa de las derivadas la tienes en Resumenes (en este mismo blog ).



ble en su dominio, y su derivada es f'(x)=n-x n-1:

|05
NI f(x+h)-f(x) PR €52 1) B S Ax ) 7]
Fe)=tim, h =im, h = m, h -
n
of@a],  en l
=|i =i —=j . -1)= n- -1
M, h L iy (X )= nex
42)  La funcién f(x)= A/x=x1n es derivable en todos los puntos de su
_ . 1
dominio, * excepto en x=0, y su derivada es f'(x)= X Mt

f(x+h)-f(x)

n nIX+h
et A% (5
h I}

f'(x)=lim =lim m =
( ) h—0 h h—0 -0 h
o (M. h j o= hix
. +—- L=
i \/;(1X14I' \/;nl’ WWllml
=lim =limMm —F =l - =7 v =~ X"
h—0 h h—0 h h—o N-X N-X N
5%) La funcion valor absoluto, f(x)=|x|, es derivable en todos los
. . |
puntos de su dominio, excepto en x=0, y su derivada es f'(x)= >
-X si x<0 5 -1 six<0 6 [X]
f(x)=|x|= {X six o =T00= {1 I O
4.- Derivadas sucesivas
La derivada de f' se llama derivada segunda de f , Y se denota por
f'; la derivada de ' se llama derivada tercera de f , Y se denota
por 'f' etc. En general, "la derivada enésima de f se denota por
fm,
* * %
Por ejemplo:
fx)=x =fX=1 =fKx=0  ='1%)=0...
! Sacamos factor comun x n. Observa que la demostracién no es vélida para x=0 , ya que apa-
rece en el denominador. Sin embargo, la formula res ultante puede utilizarse también para
x=0, ya que (puedes comprobarlo) f'(0)=0.
2 Ya que (1+f) n-1 ~n-fsifes un infinitésimo (ver el problema 3 de | a leccion L-10).
3Sines par, Dom(f)=[0,+ ); y si n es impar, Dom(f)=R.
*Yaque ~VI+f-1 ~f/nsifes un infinitésimo (ver el problema 3 de | a leccion L-10).
Ya vimos en la leccién anterior que esta funcion n o es derivable en x=0. La comproba-

cion de que la derivada de —x es -1 corre de tu cue nta.
® Si x<0, |x|/x=-x/x=-1; y si x>0, |x|/x=x/x=1.
" En algunas cuestiones tedricas suelen emplearse la s notaciones f ®,f @ yf @ enlugar
de las mas habituales f', f' y T, respectivament e. En esos casos f 0 esf.
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5.- Orden de contacto

Dos funciones f y g tienen un contacto de orden n en el punto
P(X o,y o) Si cumplen las dos condiciones siguientes:

1% f(x 0)=g(x o), F(x  0)=g'(x o), f'(x  o)=f"(X o0)... . T (X0)=g ™ (X o).

29) £ (D (x o) #9™MD) (X o).

6.- Problemas

1) Halla la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)= ~/x b) f(x)=]x  2-x| c) f(x)=1/x
X2 six <0 1 Si x<0
B f9=ixix 2 0 100= [ oo D= |l six S0
2) Estudia la continuidad y derivabilidad de la funci on:
X2+2x+2 six<-1
f(x)= {1 si-1 <x<1
2X2-x six>1
3) Deriva las siguientes funciones e indica en qué pu ntos no son de-
rivables:
3 six <0
a) f(x)=x-x] b) f(x)= {Xz ai x50 o) fx)=lx 24|
4) Calcula las ecuaciones de la tangente y de la norm al ! alas si-
guientes curvas en los puntos indicados:
a) x-y=1en (3,1/3) b) y 2=8x en (2,-4)
) y= ~/xen (1,1) d) y=x 3en (-2,-8)
5) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a las graficas de
las siguientes funciones trazadas desde los puntos indicados:
a) y=x 3desde (0,2) b) y=+/x desde (-4,0)
6) Calcula la ecuacion de la normal a la gréfica de | a funcion y=x 2

trazada desde el punto (6,3).

! Se llama normal a una curva en un punto a la perpendicular a la ta ngente en dicho pun-
to.
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