DERIVADAS
indice: La regla de L'Hopital. Problemas.

1.- La regla de L'Hopital

Sea X o un numero real, y sean f y g dos funciones que cum
cuatro condiciones siguientes:

f(x) 0

1% lim =0

x—xo 9(X)
2%) fy g son derivables en un entorno reducido de x

3% d'(x) #0 endicho entorno reducido.

H I's fI(X)
a J A
49)  existe lim oxe T

Entonces:
3 f(x 3 f'(x
lim Lz lim L
x—xo 9(X) T x5x0 9'(X)
* * *
Aplicaremos esta regla sin comprobar (salvo que se
diciones segunda y tercera (las otras dos son inevi
Por ejemplo, calculemos el siguiente limite:

||'m xn-1 1 ||'m n-x n-1 _n.l n-1
xo1 X-1 7 %1 i - 1 -

* * *

En algunos problemas se requiere aplicar la regla d
de una vez.
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Por ejemplo:
lim l+sen x-e X 2 im l+sen x-e X 1 im COS X-€ X 1 lim -sen xe*x_ 1
x—0 (@rc tg x) 2~ xS0 X2 T x>0 2X T x>0 2 T2
* * *
La regla de L'Hépital vale también cuando se trata de un limite
lateral y cuando x o€S+ w0- . Y escierta si en lugar de 0/0 sale
oof 0.
Por ejemplo:
im 2 lim = lim (xe ¥)= +
= —_—= . = o0
xes+oo 1N X 7 ot 1/X X—>+00
! Como sale la indeterminacién 0/0, aplicamos L'Hopi tal.
2Yaquearc tg x~x en x=0. Observa que de este modo simplificamos la aplicacion de la re-
gla de L'Hopital, ya que la derivada del denominado r resulta ser mas sencilla.
3 Como sale la indeterminacion o/ o, aplicamos L'Hbépital.
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* * *

En algunas ocasiones se reduce el nimero de veces q ue se requiere
aplicar la regla de L'HOpital si previamente se tra sforma la funcién
adecuadamente.

Por ejemplo:

lim = lim [L)n  ((Jim L)n 2 ((Jim ;)n— R
XI—)+oo ex _XI—)+oo ex/n - XI—)+oo ex/n - XI—)+oo exn .1/n “l40) T

Si no hubiésemos hecho la transformacion, tendriamo s que haber

aplicado L'Hopital n veces consecutivas.
* * *
La regla de L'Hopital también permite resolver las indeterminacio-

nes o-w, 0- o, 0 0,1 ®y (+ )0, sibien antes hay que transformarlas
en0/00 oo w.

Por ejemplo:
) X 4 xIn X g lim (xIn x)
im X = Iim_ € 2 @ =
x—0 x—0*
jim X im —X lim (-x) 0
+ 2 Xx—0+ = 2 Xx—0+ : —_ —_
:exﬁo 1/x :e 0 1/x :e 0 _e _1
* * *
Conviene sefialar que la regla de L'Hopital no siemp re funciona,
aun cumpliéndose las hipotesis.
Por ejemplo:
I’ eX+e2X g ; eX+2e2X g ; eX+4e2X 7
X[)T]'OO ex+e3x — X[)T]'OO ex+3e3x — X[)T]'OO ex+9e3x —
Por tanto, no hay que olvidar los procedimientos el ementales de
célculo de limites.
* * *
Hay algunos limites que no requieren de la regla de L'Hopital,
pues basta para calcularlos aplicar la definicion d e derivada de una

funcion en un punto:

P (5
)I(—>a X-a (2)

! Por las propiedades de los limites.

2 Como sale la indeterminacion o/ o, aplicamos L'Hbpital.

3 Ver el apartado 4 de la leccién L-5.

4 Transformamos la indeterminacion 0 0 en 0- o. Como el dominio de la funcion es (0,+ o),
este limite coincide con el limite lateral derecho.

® Por las propiedades de los limites.

® Transformamos la indeterminacion 0- wen oo w,

" Como se ve, lo Gnico que conseguimos aplicando la regla de L'Hopital es complicar cada

vez mas el limite.
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Por ejemplo:

. senx-sen a1 . f(x)-f(a) e
I)'(T)a — xa - I)'(T)a ~xa =f'(a)=cos a
Lo mismo sucede en limites del siguiente tipo:
. f(x)-f(a)
Ma g()-0@
En efecto, dividiendo numerador y denominador entre x-a, resultan
ser un cociente de derivadas:
f(x)-f(a) im f0F@
im 1)@ _iim X-a WM. xa _f(a)
B 900-0@ xBa gg@ - 99@ 9@
X-a X-a
X—a
Por ejemplo:
lim cos x-1 2 lim f(x)-f(0) _f(0) 3 -sen o_g_o
x>0 -1 T x509(x)-9(0) Tg(0) ~ e® 717
* * %
Por dltimo, hay que tener especial cuidado con la U Itima de las
condiciones de la regla de L'Hopital.
Por ejemplo:
. X-sen X 4 ., 1-cos x
lim ——=1m —5—
X—>+o0 X—>+o0
Evidentemente, este segundo limite no existe. Lo cu al no significa
gue el primero no exista. Lo Unico que quiere decir es gue en este
caso, al no cumplirse la cuarta condicion de la reg la de L'Hopital,
no se puede aplicar ésta. De hecho, el primer limit e si que existe:
X (1 1 sen x)
] -sen ] U x ) 1
lim XSGTX: lim X = lim (1- x-sen x)zl-ozl
X—>+00 X—>+00 X—>+©
2.- Problemas
1) Calcula:
. ax-1 . ax-b x . X-sen X
2 II)I;n—>O X B II)I;n—>O X 2 II)I;n—>O X
L Sif(x)=sen X.
2 5j f(x)=cos Xygx)=e x.
3 Ya que f'(x)=-sen Xy g'(x)=e X,

4 Como sale la indeterminacion

a + «, basta sacar factor comun x y fijarse que el sustr

el producto de un infinitésimo por una funcién acot ada.
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o/ o, aplicamos L'Hopital. Para ver que el numerador ti
aendo de la resta que resulta es

D-12



Afx-1
d) “)I;n—>1\/_
Ux-1
) lim £
9 x—>1 X2-
2) Halla:
. oex-l
2 II)I;n—>O X
. In(e *+x2)
2 II)I;n—>O X

In(1+ax)

9) lim o Tn(T+bx)

N 4x-2 x
- lim, Sen(@x)

3) Calcula el limite en +

32x
a) y= 7

X2
e) y= In 3x

4) Halla el limite en +

X3
a) y= \/@
eSX
e y= =

N
5) Calcula el limite en +
a) y=x s8-3x
e) y=x 4In x

i X4+8
I) y: eX

i arc sen x T In x
&) lim; “arc tg x ) im, x7ox3
. X-sen X B 1-cos X
W 1M, xrsen x D lm, et
. In(1+x) . X-@ X
?) II)I;n—>O X e} II)I;n—>O X
. sen( m+x)-sen w . sen x
&)l X DI )
. sen(3x)+sen x . . tg(4x)
N lim sen@x)sen  x U 1M~ x
. sen(3x-6) . 1
9 N, To@xs )7 lim, x(@ -1l
w de las siguientes funciones:
_x3 _ 5« _ (log 3x) °
D) y= ox ) y= (log 2x) 3 d y= —7x —
_ log 7x _ X _ o
Dy= =X 9) y= log 12 X b (log 13x) 3
w de las siguientes funciones:
b) 2 ) 2 d) log 2x
Y= %% © Y= 1n x3 y= T Jw
x In 3x A/In x
0 y= 5x N h) y= 32x
w de las siguientes funciones:
D) y=4 x-[x4+1 €) y=In x2-2x3 d) y=e x-x 4
In(x 3+8 3x
0 y=2> 541 9) y= % N Y= Tnx 2+1)
X+In 2x 5x3-2x 2 In(x 3+1
Y= "hx K Yy= “eax D y:(xTG)
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