DERIVADAS LECCION 14
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1.- Introduccion

Disponemos de una cartulina transparente en la que hay dibujados
unos ejes. Si la colocamos sobre un punto de la gra fica de una fun-
cion como indica la figura, es facil ver que se pre sentan cuatro ca-
sos, ' mutuamente excluyentes, 2 segun en qué par de cuadrantes de la
cartulina se encuentre la gréafica de la funcién: 3
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Segun sea el caso, diremos que en ese punto la func iGn es crecien-
te, es decreciente, tiene un maximo relativo o tien € un minimo rela-
tivo:
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2.- Los conceptos basicos
Para conocer en qué situacion de las cuatro nos enc ontramos, basta
estudiar la posicion relativa de la grafica de la f uncién con res-
pecto a la recta horizontal y=f(x 0), esto es, basta saber el signo
de la funcién auxiliar g(x)=f(x)-f(x 0) en las proximidades de x 0
Y
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Esta funcion permite definir los cuatro conceptos basicos de la
1 No estudiaremos los demas casos posibles.
2 No pueden darse dos de ellos a la vez en un mismo punto.
3 Suponemos, pues, definida la funcién en un entorno de dicho punto.



siguiente manera: !

19) La funcién f es creciente en X o Si existe un entorno reducido
de dicho punto en el que g(x)=f(x)-f(x 0) €S negativa a la izquierda
y positiva a la derecha de x 0-

29 La funcién f es decreciente en x o Si existe un entorno reduci-
do de dicho punto en el que g(x)=f(x)-f(x 0) €S positiva a la izquier-
da y negativa a la derecha de x 0-

3°) La funcién f tiene un maximo relativo 2enx o que vale f(x 0) Si
existe un entorno reducido de dicho punto en el que g(x)=f(x)-f(x 0)
es negativa.

49 La funcion f tiene un minimo relativo Zen x o que vale f(x 0) Si
existe un entorno reducido de dicho punto en el que g(x)=f(x)-f(x 0)
es positiva.

* k%

Por ejemplo, analicemos el comportamiento % de la funcion f(x)=mx+b
en un punto cualquiera x=x 0-

Evidentemente, g(x)=f(x)-f(x 0)=(Mmx+b)-(mx o+b)=m(x-x o). Veamos cual
es el signo de g a izquierda y derecha de dicho pun to:

9(¥) | X<Xo | X=Xo | X>Xo
m>0 - 0 +
m<0 + 0 -

Por tanto, las rectas con pendiente positiva son cr ecientes en
todos sus puntos; y las de pendiente negativa, decr ecientes.

* k%

Otro ejemplo. Estudiemos el comportamiento de la fu ncién  signo “ en
el origen de coordenadas.

Como Sig (0)=0, resulta que g(x)= Sig (x)- Sig (0)= Sig (x). Veamos cual
es el signo de g a izquierda y derecha de dicho pun to:

x<0 | x=0 | x>0
low | - [0 |+

Por tanto, la funcién signo es creciente en x=0.

Este ejemplo muestra que los conceptos que hemos vi sto se refieren
también a las funciones que son discontinuas en el punto que se esta
estudiando.

* k%
! En las definiciones, aunque no se dice explicitame nte, es evidente que f debe estar de-
ginidetoecrglun entorno de x 0, como se ha indicado en la nota 3 de la pagina ant erior.
8 (I?a palabra comportamiento  se refiere aqui a la monotonia (crecimiento y decrecimiento)

y alos extremos (maximos y minimos).
* Recuerda su definicion (ver leccién L-3).
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Una funcion es creciente en un intervalo abierto (a,b) silo es en
todos sus puntos.

Una funcién es decreciente en un intervalo abierto (a,b) silo es
en todos sus puntos.

* ok ok

Por ejemplo, las rectas de pendiente positiva son ¢ recientes en R;
y las de pendiente negativa, decrecientes.

3.- El método

El método que vamos a utilizar para estudiar el com portamiento de
una funciéon f en un punto x o de su dominio se basa en las propieda-
des de la funcién g(x)=f(x)-f(x 0), que son las siguientes:

1% g(x 0)=0.

29) g'(¥)=f(x), g"(x)=f"(x), etc. !

* ok ok

De estas propiedades se deduce 2 con facilidad que el comportamien-
to de la funcion f en x o coincide con el de g. En efecto, como
g(X 0)=0, el punto (x 0,0) pertenece a la grafica de la funcién g:

it

Por tanto, si g fuese creciente en x 0, SU grafica se encontraria
por debajo del eje de abscisas a la izquierda de x o Y por encima a
su derecha, esto es, su signo seria negativo a la i zquierda y posi-
tivo a la derecha de dicho punto; pero eso signific a (ver la defini-
cion) que f también es creciente en x o- Y lo mismo sucede en los de-
mMA&s casos.

Otro modo de verlo consiste en darse cuenta de que la grafica de g
es una traslacion vertical de la gréfica de f. Por tanto, el compor-
tamiento de ambas funciones en x o €s el mismo.

Por ejemplo, si f(x)=x 2+xX y X =1, entonces g(x)=f(x)-f(1)=x 2+x-2.
Evidentemente, la gréfica de g es la misma que la d e la f, pero si-

tuada dos unidades mas abajo:

Xx |2 |1]0[1[2]3] 4
i) |2 ] 0|0 1 12 | 20
gx) |0 |2 |-2]|0]4]|10]18

a5}
(o3}

1 Suponemos, pues, que f es tantas veces derivable ¢ Omo sea necesario.
2 puedes intentar la demostracién por tu cuenta. Bas ta que hagas los tres primeros ejer-
cicios contenidos en Ejercicio 6.1 (ver Resumenes, en este mismo blog ).
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Por consiguiente, basta con estudiar la funcion g.

mos en dos pasos:

19) Senalaremos graficamente lo que en cada caso conoz

funcion g y sus derivadas.

29 Deduciremos de ello el comportamiento de g en x

que es el mismo, el de f.

En las dos proximas lecciones demostraremos mediant

* % %

los criterios que nos van a permitir estudiar la mo

tremos de una funcion.

4.- Problemas

1) Estudia el comportamiento de las siguientes funcio

gen de coordenadas:
8 0= {5

2) Calcula: 2
a) lim bx-x) /X
) lim, (& &)

1 X
C) Il)r(n_) (sen x)

x>

1 x-1
e) Il)r(n_) (In x)

x>

1 - sen x
0) Il)r(n_)0 (1-cos x)

1 i 1/x
) m, (449

i (29
k) |I)I;n_)(9 (tg x) @

X>

i X-2 1+ctg 2x
m) Il)r(n_)0 (—x2+x-2 )

li Gl eX-l)
>I<T>+oo x N X

A)

1

arc tg(1/x) six

#0
si x=0

! Si no fuera posible aplicar estos criterios, habra

funcion
nes.
2 Seguimos con los limites de L'Hépital.

-4 -

Y esto lo hare-

notonia y los ex-

X-a

nes en el ori-
B In|x| six #0
0 100= {g" > 5ixeo
] ax+bx+cx\Lx
8 i, (52
d) lim (sen x+cos x) 1/x
x—0
) lim xx
X—+o0
h) |I)Ig];) (sen x) senx
)] ll)r(n%(? [In(1+x)]  *
,X>
) Il)r(n_) (A/x) twx
X>
i 4/
n) Il)r(n_)0 [1+tg(2X)] X
. X+a
0) lim (x-ln —)
X—+o0

signo en el origen de coordenadas, esto es, aplicar dire

que proceder como hemos hecho con la
ctamente las definicio-

camos de la

o, ¥, puesto

e este método
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