DERIVADAS LECCION 16

indice: Criterio de la variacion del signo de la de rivada primera.
Condicién necesaria de extremo relativo. Problemas.

1.- Criterio de la variacion del signo de la deriva da primera

Si f es continua en x o Y existe un entorno de dicho punto en el
que f' es:

a) positiva a ambos lados de x 0, entonces f es creciente en x 0-

b) positiva a la izquierda y negativa a la derecha de X o, €Nntonces
f tiene un maximo relativo en x 0-

C) negativa a la izquierda y positiva a la derecha de X o, €Nntonces
f tiene un minimo relativo en x 0-

d) negativa a ambos lados de x 0, entonces f es decreciente en x 0-

—_—

Demostremos, * por ejemplo, el primer apartado.

1°) Sefalamos en rojo lo que conocemos de la funcién g y sus deri-
vadas:

e Comog(X 0)=0,(x o,0) €Graf(g).

» Como g'=f', g' es positiva 2 a ambos lados de x 0-

29 Deducimos el comportamiento de g en x 0

» Como @' es positiva a izquierda y derecha de x 0, g crece *aambos
lados de dicho punto; y como es continua “enx o (por serlo > f), pode-
mos dibujar su gréfica (verde) en un entorno de x 0-

Graf(g") Graf(g)
O Xo O Xo
CoNcCLUsSIONIa funcidn g es creciente en x o. Por tanto, f también.
* * %

El criterio de la derivada primera, visto en la lec cion anterior,
junto con el que acabamos de ver nos permiten estud iar la monotonia
y los extremos de una funcién sin necesidad de calc ular ninguna de-
rivada mas.

! Puedes intentar la demostracién por tu cuenta. Bas ta que hagas los casos 9), 10), 11) y
12) del E  JErcICIO 4 contenido en Ejercicio 6.1 (ver Resumenes, en este mismo blog ).
2 S6lo sabemos que la gréfica de g' se encuentra sit uada por encima del eje de abscisas a

ambos lados de X o.
3 Por el criterio de la derivada primera.

* Recuerda que si g no fuese continua en x 0, hada se podria concluir.
® Ya que g es una traslacién vertical de f. También podemos demostrar la continuidad de
la funcion g en x o echando mano de la definicion.
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* % %

Para verlo, estudiemos de nuevo la funcion f(x)=4x

Después de aplicar el criterio de la derivada prime
llegado al siguiente resultado:

5-5x 4,

ra, habiamos

Intervalos (- »,0) 0.1) 1+ =)
f'es + - +
fes creciente decreciente creciente
Soélo falta averiguar lo que sucede en los puntos x= 0 y x=1. Ahora
bien, como la funcién f es continua en dichos punto s (por ser

n del signo de la
maximo relativo
que vale f(1)=-1.

derivable en ellos), por el criterio de la variacié
derivada primera concluimos que la funcion tiene un
en x=0 que vale f(0)=0 y un minimo relativo en x=1

* % %

: : L, ex
Veamos otro ejemplo. Analicemos la funcion f(x)=In X+1:

Primero aplicamos el criterio de la derivada primer
1 x+1-1 X

ex o _
f)=In 371 =x-In(x+1) = f'(x)=1 S YFL S X+l X+l
Por tanto: 1
Intervalos (-1,0) (0,+ )
f'es - +
fes decreciente creciente

se anula la

en dicho punto
riacion del signo

ene en x=0 un mi-

Sélo nos queda por estudiar el punto x=0, en el que
derivada. Ahora bien, como la funcién f es continua
(pues es derivable en él), por el criterio de la va
de la derivada primera concluimos que la funcion ti
nimo relativo que vale f(0)=In 1=0.

2.- Condicién necesaria de extremo relativo

Si f tiene un extremo relativo en x o Y es derivable 2 en dicho pun-

to, entonces f'(x 0)=0.
* % %

En efecto, * si f'(x 0) 20, entonces, por el criterio de la derivada
primera, f seria creciente o decreciente en X o- Pero f tiene un ex-
tremo relativo en x o. Esto es imposible. Por tanto, f'(x 0)=0.

! Observa que Dom(f)=(-1,+ )

2 La funcién f puede tener un extremo relativo en x o. Por ejem-
g)lo, la funcién f(x)=|x| en x=0.

La demostracién se hace por reduccion al absurdo.

o Y no ser derivable en x
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* % %

Esta condicién ! expresa geométricamente que si una funcién es de-
rivable en un extremo relativo, la tangente en dich 0 punto es para-
lela al eje de abscisas.

* * %

Por ejemplo. Dada la funcién y=x 3+ax2+bx+c, vamos a calcular los
pardmetros a, b y ¢ si se sabe que dicha funcion ti ene un maximo re-
lativo en -1 que vale 4 y un minimo relativo en 3.

Teniendo en cuenta la condicién necesaria de extrem o relativo, po-

demos recoger la informacion en la siguiente tabla:

X |Y|Y
-1 (4]0
3 0

Como y=x 3+ax2+bx+c, y'=3x  2+2ax+b.

Como (-1,4) es un punto de la gréfica de y, 4=-1+a- b+c.
Como (-1,0) es un punto de la gréfica de y', 0=3-2a +b.
Como (3,0) es un punto de la grafica de y', 0=27+6a +b.
Resolviendo el sistema, se obtienen los valores de los parametros:

a-b+c=5 a-2a+3+C=5 3+3+c=5

3 4
2ab=3 > X { A
6a+b=-27 6a+2a-3=-27
* % %

Otro ejemplo. Nos piden que demostremos que la sigu iente funcion

tiene un maximo relativo en el intervalo (0,1):
T
f(x)=x+cos (7)( 2)

Se procede como sigue:
19) Como la condicién necesaria de extremo relativo es que la de-
rivada valga cero, calculamos f":

f(x)=x+cos (%x 2) = f'(x)=1- X-Sen (%x 2)

2°) Como la funcion f' cumple las condiciones de teore ma de Bolza-
no, > existe o en (0,1) tal que f( a)=0:
a) f'(0)-f'(1)<0:

! Observa que se trata de una condicién necesaria, p ero no suficiente. Por ejemplo, la
derivada de la funcién f(x)=x 3 en el origen de coordenadas es cero y, sin embargo , la
funcién es creciente en dicho punto.
2 Una doble tabla, la de la funcion y la de su deriv ada.
3 Despejamos b en la segunda ecuacién y sustituimos el resultado en las otras dos.
Despejamos a en la tercera ecuacion y sustituimos el resultado en la primera.
5 Al no saber resolver la ecuacién f(x)=0, tenemos que recurrir a este teorema.
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* f'(0)=1>0.
 f'(1)=1- 7<0.
b) f'es continua en [0,1]:
* [0,1] cDom(f')=Dom(f)=R.
*Sia €[0,1]:

I|'r)r(1ﬁa f'(x)=lim “a [1- TX-Sen [%x ZH =1- ma-sen [%-a 2) =f'(a)

3% Como f es continua en o, por ser derivable en dicho punto, y
f' es positiva a la izquierda y negativa a la derec ha de «, enton-
ces, por el criterio de la variaciéon del signo de | a derivada prime-

ra, f tiene en dicho punto un méximo relativo.

3.- Problemas

1) Resuelve los problemas 2 y 3 de la leccion anterio r mediante el
criterio de la variacion del signo de la derivada p rimera. !
2) La funcion f(x)=2x 3+px 2-q tiene en x=1 un minimo relativo que vale

3. Calcula las constantes p y g.

3) Halla los valores de p y q para que la funcion f(x )=Xx 3+px2+(q tenga
un extremo relativo en el punto (-2,0). Averigua si tiene algun otro
maximo o minimo y héallalo.

4) Determina los pardmetros en los siguientes casos:
a) y=x 3+px2+q tiene un minimo en x=2 que vale 3.

b) y=ax 3+bx2+cx+d tiene un maximo en el punto (-2,21) y un mini mo
en (1,-6).

€) y=ax 3-x 2/2+bx+8 tiene un maximo en x=-1 y pasa por el punto
(1,35/6).

d) y=x 2+px+q tiene un minimo en x=-3 y pasa por (-2,1).

e) y=x 3+ax2+bx+c tiene un méximo en x=-4, un minimo en x=0y p asa
por (1,1).

f) y=ax 2+bx+6 tiene un minimo en x=2 y se anula para x=1.
g) y=x-e Kkxtiene un maximo en x=1.
h) y=ax 3+bx2+cx+d pasa por (-1,2) y (2,3), y las tangentes en | 0s

puntos de abscisas 1y -2 son paralelas al eje de a bscisas.
X2+ax+b

) y= X2tax+c tiene un extremo en (2,-1) y pasa por el origen de

coordenadas.

! Habras comprobado que algunos de esos ejercicios n o se pudieron concluir mediante el
criterio de la derivada enésima.
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5) Si la grafica de la funcién f' es la que aparece d ibujada a con-
tinuacion, averigua de la funcion f lo siguiente: a ) intervalos de

monotonia; b) extremos:

-3/2 0 1

—— N
w

6) Demuestra que la funcion f(x)=(x 2.2x)-cos X tiene un extremo en el
intervalo (1,2). ¢ Es maximo o minimo?
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