JuNnl O DE 2013. PrROBLEMA Al.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:
{2ax+(a 2+a-2)y+2z=2

ax-y+2z=0 (3 PunTO3
-ax+y-z=a

Aplicamos el método de Gauss:

2a a2+a-2 2|12 a -1 2|0 a -1 2|10
a 1 2|0] L|2a a2+a2  2|2| 2|0 a2+a -2|2| 3
-a 1 -1ja -a 1 -1ja 0 0 1lla
{a:O
- a(a+l)=0 = a=0,a=-1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Si a=-1, el sistema es compatible indeterminado y la solucion
depende de un parametro:
-1 -1 2,0y (1 -1 2,0y_r1 -1 2|0
o 0-2/2/%0 o0-1|1/2|0 0-1]1| >
0O 0 1|1 0O 0 1|1 0O 0 0j0
-X-y+2z=0 X=-y-2 X=-2- a
-z=1 = \z=-1 = y=a
z=-1
2°) Sia=0, el sistema es incompatible:
0 -1 2|0 0 -1 2|0 0 -1 2|0
0 0-22/%2/0 o0-1|1({2]0 o0-1]1
0O 0 1|0 0O 0 1|0 0O 0 0]1
3°) Sia #1lya #0, el sistema es compatible determinado:
ax-y+2z=0 >
a(atlly-2z=2 | = = a(a+l)y=2+2z=2+2a=2(a+1) = y= 3 =
Z=a
2 2-2a 2 2-2a 2
= ax=y-2z= 5-2a: a - = K T2
11af onf,
2 22f.12f.2; 38+ 12,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem os luego (caso 3°) que despejar.
4 2af.1/2.
S 3af+2af,



JUNIO DE 2013. PROBLEMA AZ2.

2x-y-2z+3=0
X-y+4=0
que es perpendicular a la recta r y que cumple d(P, m)=3. (2  PunTO3

Dado el punto P(1,1,3) y la rectar z{ , encuentra la ecuacion general del plano

Calculamos un vector direccional de la recta r:

2 -1 -2 |=2 -2] -k=(2i +2] +k) —>v =(2,2,1)
1 -1 0
Como V es un vector caracteristico del plano 7, SU ecuacion es:
n=2X+2y+z+D=0
Como la distancia del punto P al plano mes 3:
d(P, m)=3 M—S 7+D|=9 7+D= 19
(P, m)=3 = i = |7+D|= = =19 =
{D:+9-7:2 n=2X+2y+z+2=0
— |D=-9-7=-16 n=2x+2y+2z-16=0



JuNnl O DE 2013. PROBLEMA A3.

Dada la funcién f(x)=x-e cos( m/2) demuestra que existe un valor ae(1,3) tal que f( a)=2. Men-
ciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2 PuntO$

Primero derivamos la funcién:

fi(x)=e cos( mx/2) yy.@ COS( MX/2) [COS (%X ﬂ —

—eC0S( ™/2) 4y o cos( 1X/2) -[-sen (%X ﬂ (%X )I -

—gCos( mx/2) _ %-x-e cos( mx/2) .gap (%X }e cos( mx/2) _[1_ %-x-sen (%X j}

* k%
Como la funcién f' satisface las condiciones de la propiedad de
Darboux, 1 existe o en el intervalo abierto (1,3) tal que f'( o)=2.
En efecto:
12) f'(1)<2<f'(3): 14372 T

o f(l)=e cos(72) -(1- -sen %j:eo. (1- %j:l- Z<2.

o f(3)=e 0SB ™2) -(1- 32—Tc-sen %j:eo- (1+ 32—nj:1+%>2. , |

22) f' es continua en [1,3]:

e [1,3] cDom(f)= Dom(f)=R.

e Sia €[1,3]:

lim f)=lim (ecos( ™/2) [1- %-x-sen (%x H j:

= gCos( ma2) |:1_ %.a.sen (%a)} =f'(a)

1se puede también aplicar el teorema de Bolzano a | a funcién auxiliar g(x)=f'(x)-2. Si lo
intentas, veras que no puede aplicarse a la funcion f el teorema de Lagrange.



JuUuNl O DE 2013. PROBLEMA A4.

Dadas las funciones f(x)=sen( 7X) ¥ g(X)=x 3-x, encuentra los tres puntos en que se cortan y
calcula el area de la region del plano encerrada en tre sus gréficas. 3 PunTto$
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo la regién cuya area queremos hal lar:
x=-1
=sen( mXx 1 —
y_ 3 ( 7x) = sen( mx)=x 3-x = x=0
y=x=-X x=1
2°) Averiguamos entre -1 y O y entre 0 y 1 qué funcién esta por

encimay qué funcién esté por debajo:

X Y Y2
-1/2 -1 | -1/8+1/2=3/8
1/2 |1 1/8-1/2=-3/8

3¢°) Calculamos el area: 2

A:LO [x 3-x-sen( mx)]-dx + fol[sen( nX)-X 3+x]-dx =
—(X—Ar- X—2+i-cos( X) jo +(- i-cos( X)- X—4+ X—Zjl—
=1z 2 . T 1 TE T 4 ) 0 =

1 1 1 1 1 1 1 1
:(O-O+ ;j- (Z- §- ;j+(;- Z+§j_ (— ;-O+Oj:

(1,111 1.1 _4 1_8+n
T 4 T T 4 T T 2 T
11
y=X 3- X
. 1/2
AT A%
y=sen( mx)
L-1

1 Esta ecuacion se resuelve a 0jo.

2 sj se observa la simetria, puede reducirse el calc ulo a una de las dos integrales, multi-
plicando luego por 2 el resultado.



JuNI O DE 2013. PrRoBLEMA B1.

Encuentra los valores de t €R que hacen que la matriz A sea no regular:
-1 t+3
A:@ -t 1 )
2 -1 2
El determinante de A debe ser O:
2 -1 t+3 L 2 -1 t+3
|A|: 4 -t 1 |=]0 2-t -2t-5 =2-(2-1)-(-t-1)=0
2 -1 2 0 0 -t-1

1 22.12f.2: 32121,

=

(2 puntos)

t=2
t=-1



JuNnl o DE 2013. PROBLEMA B2.

Los puntos P(2,-2,1), Q(-1,-2,1) y R(3,0,3) son tre s vértices de un rombo. Encuentra la

ecuacion continua de la recta que pasa por el centr o del rombo y es perpendicular al plano

que contiene al rombo. (3 PunTO3
Averiguamos la posicién relativa de los vértices de | rombo:

d(P,Q)= \/(-1-2) 2+(-2+2) 2+(1-1) 2=,/9+0+0=3
d(QR)= \/(3+1) 2+(0+2) 2+(3-1) 2=\/16+4+4=2- \[6
d(P,R)= /(3-2) 2+(0+2) 2+(3-1) 2=\/1+4+4=3

Q(-1,-21)

P2, -21)

R(3, 0, 3)

Hallamos las coordenadas del centro del rombo:

-1+3 -2+0 1+3
=g =Ly= —g =Lz= T3 =2 >M(@1-12)

Calculamos un vector caracteristico del plano que ¢ ontiene al rom-

—

bo. Como [PQ ]=(-3,0,0) y [PR 1=(1,2,2):

— — r r E — —> e b
[PQIAIPR]= |-3 0 0|=6j -6k =6( -k)
1 2 2
Por tanto, un vector direccional de larectar es v 7=(0,1,-1).
Por ultimo, escribimos la ecuacion continua de lar ectar:

x-1 y+1 z-2
O~ 1 ™1



JuN O DE 2013. PROBLEMA B3.
Calcula los siguientes limites:

a n2-3y ; T
im, (e v im o [xees (3 Z

PRIMER LIMITE :

) n2_3 2n 1 i n2.[1_3/n 2] 2I’1_ li (1'3/[1 2)2'1_1 +o0
M, (nze2n) = M. (hZ ez - B

" n2-3 ] n2-3-n 2-2n
., [Zn- (n2+2n -1 H_ er'L”loo [Zn- ( n2+2n H

li -6-4n i n-(-6/n-4) -6/n-4
_ enlm-oo n+2 1 enlm-oo n'(l+2/n) _ enmoo 1+2/n e-4

SEGUNDO LIMITE:

n 2 A (E.2).(z.2)
i r_ 2\ s, COS (2" X e SeN (27 x) 27 X
M, [ XC0s (27 %)= WM, 1 Moo 1)
; 5
n 2 IAY
=1j il (2 X v (X) =i 2 =2 =2
= !(ﬁ+oo 1 T = ||)’(TL+OO -Sen 2 %)~ -Sen 2=
g
1 sacamos factor comun la maxima potencia de n en el numerador y en el denominador.

+o0

2va gue se trata de la expresion indeterminada 1 .
3 Transformamos la indeterminacién -0 en la indeterminacién 0/0.

4 Aplicamos L'Hépital.
-7-

PunTto$



JUNI O DE 2013. PROBLEMA BA4.
Dada la funcién f(x)=x-e cos( m/2) demuestra que existe un valor ae(1,3) tal que f'( a)= . Men-
ciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (3 PuntO$

Primero derivamos la funcién:

fi(x)=e cos( mx/2) yy.@ COS( MX/2) [COS (%X ﬂ —

—eC0S( ™/2) 4y o cos( 1X/2) -[-sen (%X ﬂ (%Xj -
—@C0s( T/2) _ %-x-e cos( 1x/2) _gan (%X }e cos( 7x/2) .[1_ %-x-sen [%x j}

Calculamos la derivada segunda: 1

f'(x)=e  CoS( ™/2) -[-sen (%x ﬂ % [1- %-x-sen (%x E
+g00s( m/2) [ %-sen [%xj %-x-cos ng %Jz
=e®os( ™2) . Z. [-sen (%x} 7-X-sen 2(%-xj-sen [%x }x- €S (%x Hﬁ

=5-e Cos( ™2) -[%-x-sen 2@% j-ZSen [%xj - 5X-C0S gx H

* * %
Como la funcién f' satisface las condiciones del te orema de La-
grange, 2existe o en el intervalo abierto (1,3) tal que: 3
. _ f(3)-f'(1) _e%-(1+3 n/2)-e 9-(1- w/2) 1+37/2-1+ w2
PO )= =731 - 2 = 2 =
En efecto:
12) f' es continua en el cerrado [1,3] por ser derivab le en R.

22) f' es derivable en el abierto (1,3) por serloen R

1+371/2 -
e
1-n/2 +
1 puede evitarse este calculo afirmando simplemente que la funcién f' es derivable en R por
ser el producto de dos funciones derivables en R.
2 También podria hacerse el problema probando que la funcion ' cumple las condiciones de
la propiedad de Darboux o que la funcion g(x)=f"(x) - © cumple las del teorema de Bolzano o
que la funcién g(x)=f'(x)- nx cumple las del teorema de Rolle.
3 Observa gue se esta aplicando el teorema a la func ion f, y que su derivada es f".

-8-



