EXTRAORDINARIO DE 2014. PROBLEMAAL.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-
suélvelo en los casos en que es compatible:

{(a+1)x+ay:3

(a+1)x+(a+1)y+(a+2)z=1 (3 PunTO3
(a 2+a)x+(a 2-1)y+(a 2-2a-8)z=2a+5

Aplicamos el método de Gauss:

a+l a 0 3 atl a 0 3
a+tl a+l a+2 1 } 1[ 0o 1 a+2 2 } 2
a2+a a2-1 a2-2a-8 |2at5 0 -1 a22a8 |-ath
at+l a 0 3 — —
[T 1 a2 | 2] 3 {a+1—0 :>azl
0 0 a2ab |-a+3 a2-a-6=0 — (at+2)(a-3)=0 — a=-2, a=3
Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=-2, el sistema es incompatible:
-1 -2 013
0O 1 0/-2
0O O 0]5
29 Sia=-1, el sistema es incompatible:
0 -1 0] 3 0-10320-103
0O 1 1/-2|2|0 0 1/1/2|0 o0 1)1
0O O0-4)| 4 0O O0-1]1 0 002
39 Si a=3, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de un parametro:
4 3 0| 3 Ax+3y=3 Ax=3-3y xi3/4-3 ol/4
0 L 512 ) > \yigz2p = (5z=2y = Y0
0O 0 0] O z=-2/5- a/5
49 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
(at1l)x+ay=3
~ -a+3 -(a-3) -1
y+(a+2)z=-2 } =7= 5= - = = =5 =
(a 2-a-6)z=-a+3 az-a-6 ~ (at2)(a-3) a+2
-1
= y=-2-(a+2)z=-2-(a+2)- T =2+l = =
a+3
= (a+l)x=3-ay=3+a = K= 271
1 2a-1f; 32f-a.1f,
2 3422,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem os que despejar luego (caso 4°).
4 Descomponemos en factores el primer miembro de la ecuacion.

S 2af1af; 3af.1/4,



EXTRAORDINARIO DE 2014. PROBLEMAAZ.

Los puntos P(-2,3,2), Q(-1,2,4) y R(2,5,1) son vért ices de un rectangulo. Encuentra el
cuarto vértice. (2 PunTO3
Averiguamos la posicion relativa de los vértices de | rectangulo:
[QPI-[QR [=(-1,1,-2)-(3,3,-3)=-3+3+6=6 0

[PQ[PR 1=(1,-1,2)-(4,2,-1)=4-2-2=0

Por tanto:
P(-2,3,2) Q(-1,2,4)
R(2,5,1) S(x,y,2)
A continuacion puede seguirse uno de los siguientes métodos:
PRIMER METODO
. . x-2=1 X=3
[RS]=[PQ] = (x-2,y-5,z-1)=(1,-1,2) = qy-5=-1 = (y=4
z-1=2 z=3
SEGUNDO METODO
[PSIEIPQT+[PR = = (x+2,y-3,2-2)=(1,-1,2)+(4,2,-1) =
X+2=5 x=3
= (x+2,y-3,2-2)=(5,1,1) = 1y-3=1 = (y=4
z-2=1 z=3
TERCER METODO
Si M es el centro del rectangulo, como es el punto medio del seg-
mento QR, sus coordenadas son: M(1/2,7/2,5/2).
Como M es también el punto medio del segmento PS, s e tiene:
X2 1
y+3 x-2=1 x=3
727/2 — y+3=7 = <y=4
z+2=5 z=3
z+2
725/2



EXTRAORDINARIO DE 2014. PROBLEMAAS.
Calcula la derivada de cada una de las siguientes f

sultante:
1-x COS X \2X
f(x)=In 50 agx)= ( X ) (2 PunTO3

unciones y simplifica la expresion re-

a)
1- 1 1- 1
f(x)=In Tic = 3In Tor= 2 In(-%)-In(1+x)] -
oge L(AA 1N 1 Axlex 12 1 1
=TX= 2 (Ix " Tex )72 @@ ~2 Ix 2-1x 2-X%1
* % %
También puede calcularse directamente:
. 1 (1-x )
( 1_Xj 1-x \1+x -1-X-1+x -2
. I+x ) = \[1+x o (I+x) 2 (A+x) 2
(0= x 1-x T x T2y T
1+x 1+x 1+x 1+x
-2 1+x -1 1

“[@+x) 2 2(Ix) ~1x2-x21

b) Aplicamos el método de derivacion logaritmica:

2Xx
g(x)= [Co)f Xj Lin gx=2xin X Bin geo=2x(n cos xdn x) =
g'(x) -sen x 1\ 1
= 9K =2:(In  cos x-In  x)+2x- (COS " Y)

cos x) (cos x)ZX

g'(x) COS X ,
— sz-l X -2xtg x2 = gx)=-2- (1+x-tg X-In X X
* * %
También puede calcularse directamente:
COS X
2x 2x:In —— 2x-(In cos x-In  x)
g(x)= [coi x) _ e X 1 e N
2x-(In cos x-In  x) 1
= g'(X)= e [2%-(In cos x-In x)]'=
_(cos x\* oqp COSX o (-sen x 1y
(T x (e T X {Tcos x T X)) |7

cos x) (cos x)ZX

cos X\ COoS X
=[ X ) -[Z-In x -2x-tg x-2)=-2- (1+x-tg X-In X X

1 por las propiedades de los logaritmos.



EXTRAORDINARIO DE 2014. PROBLEMAAA4.

Dada la funcién f(x)=(x-2)-e X 2-4x+5 ¢ o5 <g+%x> demuestra que existe un valor oe(l,3) tal
que f( a)=0. Menciona el resultado tedrico empleado y justi fica su uso. 3 PunTto$
El dominio de la funcién f es R:
4i\/16-20
X2-4x+5=0 = x= B —
Derivamos la funcién f:
'(x)= X Z-4x+5 .z
f'(x)=e 'COS |5t5°X |+
2X-4 T T j (TE T j T
+(x-2)- % 24x+5 , — =2 — | (—+—. -(x-2). X 2-4x+5 . Sy | =
(x-2)-e 2_\/mcos 5t5X |-(X-2)-e sen (§+3X | 3
Por tanto, Dom(f')=Dom(f)=R.
* % %

Como la funcién f satisface las condiciones del teo

En efecto:
1% f(1)=f(3):

. f(1)=-e 2 .cos %+%j =-e 2. (cos %-O-sen %-1 )ze@_-sen

«f(3)=e 2 .cos %+%} eV . (cos %-O-sen %-(-1) )ze@_-sen

2%) fes continua en [1,3] por ser derivable en R.
39) fesderivable en (1,3) por serlo en R.

s

X
5

rema de Rolle
en el intervalo [1,3], existe a en (1,3) tal que f'( o)=0.



EXTRAORDINARIO DE 2014. PROBLEMABL.

Sabiendo que el determinante de la matriz A vale 1, halla el valor del determinante de la

matriz B:
a b c g a ad
A:(g e f) B :@h b b-e) (2 puntos)
h k 2k ¢ cf
2g a ad 1 g a ad ) g a -d 2 g a d
IB|= |2h b be|=2. |h b be|=2 |h b -e|=-2. lh b e|=
2k ¢ cf k ¢ cf k ¢ k ¢ f
A a g d 5 a d g 6 a b c
=2.|b h e =2 |b e hi=2 |d e f|=2|A=21=2
c k f c f Kk g h k
11ac.1/2.
2 3ac-2ac,
3 32¢.(-1).
4 15c o2ac,
523 3.
6 E| determinante de una matriz coincide con el de s u traspuesta.



EXTRAORDINARIO DE 2014. PROBLEMAB2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta r que co rta perpendicularmente a las rectas:
2x-y+z-3=0 X y+3 z-1
={x+2y-z+1:0 t =3="1 =1 (3 PunTO$

PRIMER METODO
Calculamos primero las ecuaciones paramétricas y la s determinacio-
nes lineales de las rectas:

_ [2X-y+z=3 1 [2X-y+z=3 z=3-2x+y z=3-2x+2-3x
*S =lx+2y-z=-1 7 I13x+y=2 7 ly=2-3x = ly=2-3x -
_ {z=5-5x _ ;f;‘ 5, , [PO25)
y=2-3x —eo A U(1.-3.-
7255 o (U(13)
CXyszl o §‘333 5 {Q(O,-3,1)
° == =—2= =-3-
=31 1 V(3.
7=14 v(3,-1,1)

Por estar el punto X en la recta s: X( a,2-3 o,5-5 a).

Por estar el punto Y en t: Y(3 B,-3- B,1+ P).

Portanto: [XY  ]=(- a+3B,-5+3 a- B,-4+5 a+p).

Como [XV] es perpendicular a u “(1,-3,-5)yav 7(3,-1,1):
[XY]-u~=0 _ [ a+3p+15-9 0+3p+20-25 o5 p=0 35 a+p=-35 2
[XV]'VHZO -3 at9B+5-3 a+p-4+5 a+=0 -ot+llp=-1

384p=0 _ [p=0 3 {X(l,-l,O) N
- o+11p=-1 a=1 Y(0,-3,1)
o x-1 +1 z
= [XY ]=(-1,-2,1) =T ET:y_T:I
lala segunda ecuacion le sumo la primera.
2Ala primera ecuacion le resto 35 veces la segunda .
3 Silos puntos X e Y coinciden, eso significa que | as rectas s y t se cortan en dicho pun-
to. En ese caso, la recta buscada pasa por ese punt oy tiene por vector direccional el pro-
ducto vectorial de los vectores direccionales de la s rectas s y t. Si el sistema es compa-
tible indeterminado, se trata de dos rectas paralel as (los vectores direccionales dery s
te habran salido colineales), y entonces hay infini tas soluciones.



SEGUNDO METODO
Igual que antes, calculamos primero las ecuaciones paramétricas y
las determinaciones lineales de las rectas:

B {2x-y+z:3 1 {2x-y+z:3 {z=3-2x+y {z=3-2x+2-3x
*S =lx+2y-z=-1 7 I13x+y=2 7 |y=2-3x = ly=2-3x -
= {ZZS_SX = ;i;xS o - {P(O’Z’S)
=2-3X e u(l.-3.-
y =55 o u(1,-3,-5)

i x=3 0,31
ot E%:#:%:B = y=-3- B > {Q( )

z=1+3

V(3,-1,1)

t

Como los vectores u y v _ son perpendiculares a la recta r, un vec-
tor direccional de ésta es w T=(u AV)/8 =(1,2,-1):

I M
1 -3 5
3 -1 1

UAV = =-8i -16j +8K

Por tanto, la ecuacion del plano 7 (determinado por P, u “yw)es:
X y2 z5
1 -3 -5
1 2 -1

=0 = 13x-4(y-2)+5(z-5)=0 = 13x-4y+8+5z-25=0 =

= 13x-4y+5z=17

Como el punto Y esta en la recta t: 2Y(@3 B,-3- B,1+ P).
Como el punto Y esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

39B-4(-3- B)+5(1+ B)=17 = 39 B+12+4B+5+5p=17 = 48 p=0 = B=0 =

= Y(0,-3,1)
Por tanto:
_X_y+3 _z-1
F=1="2 7~
lala segunda ecuacion le sumo la primera.
2 En lugar de lo que sigue, se podria calcular la ec uacion del plano w'. La recta r seria
entonces la interseccion de los planos Ty T=.

-7-



EXTRAORDINARIO DE 2014. PROBLEMABS.
Dada la funcion f(x)=e 1+2xx 2 demuestra que existe un valor ae(l,2) tal que f( o)=-e. Men-
ciona el resultado tedrico aplicado y justifica su uso. (2 PuntO$

Derivamos la funcioén:

F(x)=  elwex 2. (2-2x)

* % %

Como la funcién f' satisface las condiciones de la propiedad de
Darboux 1 en el intervalo cerrado [1,2], existe o en (1,2) tal que
f( o)=-e.

En efecto:

19 f(2)<-e  <f(1):

o f(1)=e 2.0=0.
o f'(2)=e-(-2)=-2e.
23) f'es continua en [1,2]: 2
e [1,2] < Dom(f)= Dom(f)=R.
e Sia <[1,2]:
im F()=lim [e 12 2(2-2x)]=  el2aa?.(2-2a) =f(a)
0] 1'|qc 2
-1t
/f.
e
2el
1se puede también aplicar el teorema de Bolzano a | a funcién auxiliar g(x)=f'(x)+e. Si lo
intentas, veras que no puede aplicarse a la funcion f el teorema de Lagrange.
2 También se puede demostrar la continuidad de f' de rivandola.



EXTRAORDINARIO DE 2014. PROBLEMABA4.

Dada la funcion f(x)=3+2x 2-x 4, halla los puntos de corte con el eje de abscisas y calcula
el area de la region del plano encerrada entre esa curva y el eje de abscisas. 3 PunTto$
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo la regién cuya area queremos hal lar:
y=3+2x 2-x 4 4.2y 2320 - 2i\/4+12 _2+4 Xx2=3 — Xx=+ \/§
y:0 = X F-ZX “-0= = X = 2 =" = x2=-1
29 Averiguamos entre - A3y /3 qué funcién esta por encima y qué

funcién esta por debajo:

X1Y1]Y2
0310
3° Calculamos el area: 1
= 2_y 47. = =
A I{[3+2x X 4]-dx (3x+2 35 )

=[3\E+ 33-3 \rj (3(- 33+2 9()
o (5 -2 \/_) 16\/_ 32\/‘

y=3 +2x2- x4

-3 \3
:/ e 1 \:
1sise repara en que la funcion f es par, pueden to marse los nimeros 0 y \J3 como los
limites inferior y superior, respectivamente, de la siguiente integral. Luego se multiplica

el resultado por 2.
2 | as tres integrales son inmediatas.



