| NTEGRALES LECCION 13
indice: Calculo de areas. Ejemplos. Problemas.

1.- Célculo de areas

Si f y g son dos funciones continuas en el interval o [a,b] tales
gue f =g, entonces el area de la regién del plano limitada por sus
graficas y las rectas x=a y x=b viene dada por la f ormula:

b
s=/, (-9)
Veamos primero que la formula es cierta cuando amba s funciones son

no negativas.
Evidentemente:

S=S;-S, = fabf- fabg = fab(f-g)
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Veamos ahora que también es cierta la férmula en lo s demas casos.

Si la region del plano limitada por las graficas de fygnose
encontrase situada por encima del eje de abscisas, como aparece en
el siguiente dibujo, podriamos trasladar vertical- vl
mente dicha regién hasta que lo estuviese. /QN

Si F(X)=f(x)+k y G(x)=g(x)+k, esto es, si las S
graficas de F y G se han obtenido trasladando ver- FG/ K
ticalmente hacia arriba las de f y g, respectiva- = a b, x
mente, una distancia k, es evidente que el area . S
encerrada por las graficas de F y G es la misma g—
gue la que encierran las de f y g. Por tanto:

3 b b b b
s= [(FG)= [ (F+kH-g+k)= [ (+kgk= [, (-g)

En el caso de que las funciones f y g tengan puntos de corte en el
intervalo [a,b], se hallan dichos puntos y se estud ia la posicion
relativa de las funciones en cada uno de los subint ervalos en que
esos puntos de corte dividen al intervalo [a,b]; al li donde f>g, se
! Por el significado geométrico de la integral defin ida de una funcién continua y no
negativa en [a,b], visto en la leccién I-2.

Por la propiedad de linealidad de la integral defi nida.
3 Ya que F y G son funciones continuas y no negativa s en [a,b] tales que F >G.



toma la integral de f-g con signo positivo (o la de g-f con signo
negativo) y donde g>f, la de g-f con signo posi- Y
tivo (o la de f-g con signo negativo). ) g

Si ¢ es, por ejemplo, el Gnico punto de corte, f
el area sefialada es:

1 c b
s=si+$; = [ (Fo)+ (gD o & e b X

Si se quiere evitar el estudio de la posicién relat iva de las fun-
ciones f y g en cada uno de los subintervalos, pued e utilizarse la
formula equivalente:

s=| [{t) +| | 00 |
En efecto:

Lo+ [Len= " |ffeo+| |fen 4 ° | feo+| |- o 4
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Observa que las formulas anteriores también se pued en aplicar al
area limitada por la grafica de una funcién continu a en [a,b], el
eje de abscisas y las rectas x=a y x=b, pues en est e caso la segunda
funcion es g(x)=0:

Y
s=si+5, = [+ [f= [“qop  [Oof
S c b —Sl 2 — a” Je!' ™ a(') C(-)
O} a \\SZ/L X
2.- Ejemplos

Calculemos el area de la regién del plano limitada por la grafica
de la funcién y=sen X, el eje de abscisas y las rectas x=- w2y
X=1/2.

! Si se desea que la funcién integrando sea la misma , la férmula, por la propiedad de
linealidad de la integral definida, puede escribirs e asi:
s=[ (g [ (F-0)
2 Ya que un nimero no negativo coincide con su valor absoluto.
3 Por la propiedad de linealidad de la integral defi nida.
* Ya que dos niimeros opuestos tienen el mismo valor absoluto.
® Por el significado geométrico de la integral defin ida de una funcién continua en [a,b],

visto en la leccién I-3.
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1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por

arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
=sen
{zzge ¥ S sen x=0 = x=0+k © = x=0
29 Averiguamos entre - /2y 0yentre 0y n/2 qué funcion esta

por encima y qué funcién esta por debajo: 2

X Y1
-4 | -[212 | O
n/4 | AJ2/2 | 0

3° Hallamos el area:

i/ i)
A:ﬁ,z (0-sen  x)-dx+ fo %sen x-0)-dx = " ﬁ/z sen x-dx+ fo sen x-dx =

5

=[cos X] _7‘3,2+[-cos X] ”ff =[cos 0-cos(- m/2)]+[-cos( n/2)+cos O]=

=(1-0)+(-0+1)=1+1=2

* * %
Calculemos el area de la region del plano limitada por las gréfi-
cas de las funciones y=x 3-2x+ley=x 2+1.
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo el recinto cuya area queremos ha llar:
=x 3-2x+1
{));:x 241 = X 3-2x+1=x 2+1 =X 3-2x+1-x 2-1=0 = x3-x2-2x=0 =
x=0
= XX 2-x-2)=0 = 1++/1+8 X=2
X2-X-2=0 = X= —H5 T D ¢
2 x=-1
2°) Averiguamos entre -1 y 0 y entre 0 y 2 qué funcién esta por

encimay qué funcién esté por debajo:

X Y1 Yo
-1/2 15/8 | 10/8
1 0 2

3° Hallamos el area:

0 2
A=f_1 [(x 3-2x+1)-(x  2+1)]-dx+ fo[(x 2+1)-(x  3-2x+1)]-dx=

! S6lo interesan las soluciones que se encuentran en el intervalo [- /2, m/2].
2 Estos dos pasos sobran si se tiene dibujado con pr ecision el recinto cuya area queremos
calcular.
3 Si se repara en la simetria que presenta la funcié n (se trata de una funcion impar),
puede reducirse el célculo al intervalo [0, w/2] y multiplicar el resultado por 2.
* Por la propiedad de linealidad de la integral defi nida.

La correspondiente integral indefinida es inmediat a de tipo coseno.
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=f0 (x 3-x 2-2x)-dx+ fz(-x 3+x24+2x)-dx = ' [— - - XZT +[- X—4+X—3+x2T:
-1 0 4 3 4 3 0

1 1 8 1 1 8 -3-4+12+32 37
=[0- (Z+§- 1)H(-4 +§+4}0 }- 7-3t+3=7 1 =12
Calculemos el area de la regién del plano limitada por la grafica
de la funcion y=x 2 y las rectas y=2x e y=x+2.

Al representar las gréficas de las tres funciones
observamos que la region que definen puede dividir-
se en dos: la comprendida entre -1 y 0, en la que
y=x+2 es la funcidén que se encuentra por encima e

y=x 2 la que se encuentra por debajo; y la comprendi-

o}
da entre 0 y 2, en la que y=x+2 esta por encima e
y=2x, por debajo.
Por tanto
A=[ (c+2x 2)dxt [2-2)-dx= [) (24xex 2)-dxt [ (2X)-dx =
55, [ B0 (20 343
=|2x+ 5 - 57| +|2x- 5| =|0-|-2+ 5+57|[+[(4-2)-0]=
[ZX 23, 2X 2 b 0-|-2 5+3 [(4-2)-0]
-1 1 _ 1232412 19
=2- 5-3%2= 65 6
3.- Problemas
1) Calcula el area de los recintos limitados por las siguientes li-
neas:
a) y=2x, y=0, x=2, x=4 D) y=x 2, y=X
C) y=Xx 2-4x, y=2x-5 d) y=x 3-6x 2+8x, OX
e) y=x 3, OX, x=0, x=2 ) y=2 /x, y=x
g) y=-x 2,y=-1 h) y=x 4-5x 2+4, OX
I) y=cos X, OX, x=0, x=2 T ) y=In X, y=0, x=e
k) y= \/2x+1 , OX, x=0, x=4 [) y=e ¥(x 2+1), OX, x=0, x=1
m) y=x 4-2x 2,y=2x 2 n) y=sen Xx,y=cos X, x=0,x= mn/2
n) y=e x,y=e x,0X, x=-1, x=1 0) y=x(x-1)(x-2), OX
p) x-y=36, OX, x=6, x=24 a) f(xX)=|x|, g(x)=2x 2-1
) y=1/x, 2x+3y-7=0 s) f(x)=x  2-2x, g(x)=6x-Xx 2
! Las correspondientes integrales indefinidas son in mediatas de tipo potencial.
2 Siempre es conveniente dibujar el recinto cuya are a se pide calcular, pero cuando dicho
recinto esta limitado por mas de dos funciones es n ecesario hacerlo.
-4 -
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2) Halla el area del triangulo mixtilineo formado por la gréfica de

la pardbola y 2=6x y sus tangentes en los puntos de corte con lar ec-
ta x=6.
3) Calcula el area comprendida entre la parabola y=-x 2+4x y sus tan-

gentes en los puntos de interseccion con el eje OX.

4) Halla el area del recinto limitado por la curva y= x-e X, el eje OX
y la recta paralela al eje de ordenadas que pasa po r el punto minimo
de la curva.

5) Calcula el area comprendida entre la curva y=2x+1+ 1/x 2, su asin-

tota oblicua y las rectas x=1y x=2.

6) Halla el area de la region del plano limitada por la curva de
ecuacion y=x 4-6x 2+5, el eje OX y las rectas paralelas al eje de orde -
nadas que pasan por sus puntos de inflexion.

7) Las tangentes a la curva y=x 3 en los puntos Ay B de abscisas 1y
2, respectivamente, se cortan en el punto C. Determ ina el area del
triangulo mixtilineo ABC.

8) Halla el area del recinto limitado por las curvas de ecuaciones
y=ex y=e X y=-e X y=-e X ylasrectasx=-1y x=1.

9) Se tiene un cuadrado determinado por los ejes coor denados y el
vértice (1,1). La curva y=x 3 lo divide en dos regiones. Halla la ra-
z6n de las areas de esas dos regiones.

10) Dada la recta y=mx, determina el valor de m para q ue el area del
recinto limitado por dicha recta y la curva

a) y=x 2valga 36 b) y=x 3valga 8
11) Un rio tiene por ecuacion y=x 3/4-x 2+x respecto de un sistema en
el que el eje de abscisas es un camino. Tomando com o unidad el km y
sabiendo que el precio del terreno es de 2,5 €/m 2, calcula el valor
de la porcién de terreno comprendida entre el rio y el camino.
12) Dada la funcion f(x)=x(x-a) 2, se pide: a) el valor de a para que
presente un maximo en x=1; b) la grafica de f; c) e | &rea de la re-

gion que define con el eje OX.

13) Halla, mediante una integral definida:
a) El area de un rectangulo de base ay altura b.

b) El area de un triangulo rectangulo de base a y alt ura b.

c) El area de un trapecio rectangulo de altura h'y ba sesbyB.
d) El area del circulo de radio r.

e) El area de la elipse de ecuaciéon x 2/a 2+y2/b 2=1.
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14) Sea f una funcién continua en [a,b] y R la regién del plano li-

mitada por la grafica de f, el eje de abscisas y la S rectas x=a y
x=b. El volumen del cuerpo de revoluciéon engendrado por R al girar
alrededor del eje de abscisas se obtiene con la for mula V= 7 fj 2,
Teniendo esto en cuenta, calcula:

a) El volumen del cilindro de altura h y radio de la base r.

b) El volumen del cono de altura h y radio de la base r.

c) El volumen del tronco de cono de altura h y radios de las
basesry R.

d) El volumen de la esfera de radio r.

e) El volumen del elipsoide que resulta al girar alre dedor del
eje de abscisas la elipse de ecuacion x 2[a 2+y2[p 2=1.
15) El area de la superficie de revolucion engendrada al girar alre-
dedor del eje de abscisas la gréfica de una funcion fentreayb
viene dada por la formula S=2 s fj \J1+f' 2. Teniendo esto en cuenta,
halla: *

a) El area del cilindro de altura h y radio de la bas er.

b) El area del cono de altura h'y radio de la base r.

c) El area del tronco de cono de altura h y radios de las bases
ryR.

d) El area de la esfera de radio r.
16) La longitud de la gréficabde f entre x=a y x=b vie ne dada me-
diante la formula L= fa\/m Teniendo esto en cuenta, calcula la

longitud de la circunferencia. !

17) Encuentra el area de la regién del plano limitada por la grafica
de la funcién f(x)=cos x/ \[1-sen x, el eje de abscisas y las rectas

x=0yx= n/2. 2

18) Calcula el area de la region del plano situada en el primer cua-

drante y comprendida entre la funcién f(x)=(2+sen x)le ¥y su asinto-

ta.

19) Halla el area de la region del plano que se encuen tra situada
entre la grafica de la funcion y=1/(x 2+9) y su asintota.

! La funcién integrando debe ser continua en [a,b].
2 Observa que la funcién no esta definida en x= /2.
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