| NTEGRALES LECCION 1
indice: El problema del area. Ejemplos. Problemas.

1.- El problema del area

Sea f una funcién continua y no negativa ! en [a,b]. Queremos cal-
cular el area S de la region del plano limitada por la gréfica de f,
el eje de abscisas y las rectas x=a y x=b:

Y f
S
O a b X

Para ello procederemos por aproximaciones sucesivas , de modo que
cada una de ellas constituya un término de una suce sion G , cuyo li-
mite sea S.

El primer término de la sucesion queda determinado con la eleccién
de una particion 2 del intervalo [a,b], por ejemplo P 1={X 0,X 1,X 2}, y de
dos puntos, ¢ 1yC », talesquec 1€[X 0,X 1] Y € 2€[X 1,X 2]. ® Entonces G ; es
la suma de las areas de los dos rectdngulos de base S AX1y AXzy
alturas respectivas f(c )yflc o)

G=f(c 1)- Axytf(C 2)- AX:
f
O ﬂ Ci1 X1 C2 b
Xo IXIZ

Al ser G ; una aproximacién de S, vamos a ver si podemos acot ar el
error cometido, e 1.

Como f es una funcion continua en el intervalo cerr ado [a,b], tam-
bién lo es en [x 0,X 1]. Por el teorema de Weierstrass existen m 1YM
en [x o,X 1] tales que f(m 1) <f(x) <f(M 1), VXe€[X 0,X 1]

! Esto es, tal que f(x) >0, Vxela,b].

2 Una particién del intervalo [a,b] es un conjunto finito de punto s P={X o0,X 1,X 2,...,X n} tal
gue a=X o<X1<X2<...<%=b. Si  AX1=X1-X 0, AX2=X2-X 1,... ¥ AXn=Xp-X n.1, S€ llama diametro de la parti-

cion P, y se denota por |P|, al mayor de los AXi .

% La particién P 1 (tanto el nimero de sus puntos como cuales sean és tos) y los puntos c i
son de libre eleccion, lo que quiere decir que hay infinitas maneras de determinar G 1, Y
lo mismo va a pasar con los demas términos de la su cesion. Resulta, pues, que en realidad

hay infinitas sucesiones como la que estamos constr uyendo.

* El diametro de la particion P 1 €S, como se observa en el dibujo, |P 1|= AXa.
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Si designamos por S 1 al area bajo la curva en el intervalo [x 0,:X 1],

es evidente que el &rea del rectdngulo de base Ax, y altura f(M 1) €S
una aproximaciéon por exceso de S 1, Y el error cometido (el area de
la zona roja) esta acotado por el area del rectangu lo de base AX1 Yy
alturaf  1=f(M 1)-f(m ).

Del mismo modo, el area del rectdngulo de base AX; y altura f(m 1)
es una aproximacion por defecto de S 1, Y €l error cometido (el area
de la zona verde) esta acotado igualmente por el ar ea del rectangulo

de base Ax;yalturaf 1=f(M 1)-f((m ).

—~
f 1=f(M 1)-f(m 1)
AX1
ﬁl M X1 ﬁl X1 ﬁl C1 X1
Xo )I(Io Xo
m
Por ultimo, el area del rectangulo de base Ax; Yy altura f(c 1) €s
una aproximacion de S 1 (por exceso si el area de la zona roja es ma-
yor que el area de la zona verde, y por defecto si ocurre lo contra-
rio), y el error cometido ahora (la diferencia entr e las éareas de
ambas zonas, la mayor menos la menor) esta acotado también por el
area del rectdngulo de base AX, y altura f 1=f(M 1)-f(m ). !
Si hacemos Io mismo en el intervalo [x 1,X 2], podemos entonces aco-
tar el error cometido, e 1

2
elﬁf 1° AX1+f 2 AXo < F 1+ AXqt+F¢- AX2:F1'( AX1+AX2):F 1'(b-a)

<«— ">
N

1l
Xo M X2

Fi=f >

b-a
Observa que la altura del “rectangulo de acotacion” , el rectangulo
de base b-a y altura F 1, ho depende de los puntos ¢ 1Y C 2 que hayamos
elegido.
! Observa que esto es asi cualquiera que sea ¢ 1€[X 0,X 1]
2F,esel mayor de los f i . En este caso, como se observa en el dibujo, F 1=f 5.
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El segundo término de la sucesion queda determinado con la elec-

cion de una particién del intervalo [a,b], por ejem plo P >,={X o,...,X s},
y de cinco puntos ¢ i tales que c ielxi1 ,xi], Vie{l1,2,3,4,5} Entonces

G es la suma de las areas de los cinco rectangulos d e bases Ax; yde
alturas respectivas f(c i)t

C;zzf(c 1)' AX1+f(C 2)' AX2+...+f(C 5)' AXs

Ol aciX1C2 X2C3X3Cs XaCsb
I I

Xo X5
Haciendo las mismas consideraciones que con G 1, podemos acotar el
error e  , que se comete al aproximar ahora el valor de S con Ga:

2
ezﬁf 1° AX1+f 2" AX2+...+f5' AXs <F 5 AX1+Fo- AXo+...+B- AXs=
:Fz'( AX1+AX2+...‘AX5):F 2'(b-a)

Xs4 Db
I | 1l 1l
Xo m s Xs
1o I |
m My
N Fo=f 3
b-a
Igual que antes, la altura del “rectangulo de acota cion”, F ,, no
depende de los puntos ¢ i que hayamos elegido.
Por tanto, el término enésimo de la sucesion queda determinado con
la elecciéon de una particiéon del intervalo [a,b], P n={X 0,X 1,X 2,...,X n},
y de m puntos ¢ i tales que c i€[x i1 ,xi], Vie{l,2,..,m} Entonces G n €S
la suma de las areas de los m rectangulos de bases AX; y de alturas

respectivas f(c i)

G=f(C 1) AXiH(C 2) AXo+...+(C n)- AXm= éf(c - AX

L El diametro de la particién P 2 es (ver dibujo) |P 2|= AXa.

2F , es el mayor de los f i . En este caso (ver dibujo) F 2=f 3.

S Lasumaf(c 1)- Axitf(c 2)- Axo+...+f(C ) AxmSe expresa abreviadamente mediante el simbolo z,
seguido del sumando i-ésimo de dicha suma e indican do debajo del simbolo el primer valor

del subindice i, y encima, el Gltimo. Se lee sumatorio, desde i=1 hasta m, de f(c i) AXi.
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El error cometido verifica:

1 2
O Se n SFn(b'a)

Por la regla del sdndwich, como b-a es constante, s i F . (laaltura
del “rectangulo de acotacion”) tiende a cero, tambi én lo hara e n (el
error cometido) y, en consecuencia, lim G=S.

Ahora bien, es facil ver % que conforme disminuye el diametro de la
particion, también lo hace la altura del correspond iente “rectangulo
de acotacion”.

Por tanto, de todas las infinitas sucesiones que he mos visto que
se pueden construir, sélo de aquellas cuyo diametro tiende a cero se
puede asegurar que su limite es S. 4

* ok ok

En resumen: si f es una funcién continua y no negat iva en el in-
tervalo cerrado [a,b], P n={X 0,X 1,...,X n} €S UNa sucesion de particiones
de dicho intervalo tal que lim|P n|=0 v, Vi €{1,2,...,m}, AXi=Xi-X i1 Y
Ci €[x i1 ,X i], entonces el area de la region del plano limitada por la
grafica de f, el eje de abscisas y las rectas x=a 'y x=b es el limite

de la siguiente sucesion:

G, :iziz: f(C i)' AX;

2.- Ejemplos

Hallemos el area limitada por la gréafica de la func ion f(x)=k, el
! Como el error cometido es el valor absoluto de la diferencia entre el valor real y el
aproximado, no puede ser negativo.
2F,esel mayor de los nameros f i, esto es, la altura del “rectangulo de acotacion”, que,
como hemos visto, no depende de los puntos ¢ i que hayamos elegido.
3 Conforme el diametro tiende a cero, todos los Ax; tienden a cero, con lo que los corres-
pondientes m ; y M ; estan cada vez mas préximos y, al ser f continua e n [a,b], también lo
estan los puntos de la gréfica de f de abscisas m i Y M i; en consecuencia, la diferencia de
sus ordenadas, esto es, f(M i)-f(m )=f i, tendera a cero; y si las f i tienden a cero, tam-
bién tiende a cero la mayor de ellas, esto es, F n. La demostracion rigurosa de esta pro-
piedad se sale del programa de este curso.
4 Observa que para que el diametro tienda a cero es necesario que, cuando n tiende a + ©
m, el numero de rectangulos, también tienda a + 0. Si todos los términos de la sucesion G
son la suma de, como mucho, 30 rectangulos, entonce s el diametro de todas las particiones
utilizadas para construir esa sucesion es siempre m ayor o igual que (b-a)/30; y, por tan-
to, cuando n tiende a + oo, el didametro no tiende a cero. Pero no es suficiente que m tien-
da a + o para que el diametro tienda a cero. Por ejemplo, p odriamos dividir el intervalo
[a,b] en dos partes iguales, y, dejando la primera intacta, ir dividiendo la otra en cada
vez mas partes. En este caso, m tiende a + o, pero el diametro de todas las particiones es
entonces (b-a)/2, ya que en todas ellas x 1 es el punto medio del segmento [a,b].
5 Para cada término de la sucesion G » hemos realizado una particion del intervalo [a,b].
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eje de abscisas y las rectas x=a y x=Db:

Y

f(x)=k

e) a Xi-1Ci Xj b X

S=lim G=lim [f(c 1)- Axi+H(C 2)- AXp+...+(C - Axm]z2
=lim (k- AXi+ke AXo+.. . +K-AXp)=lim  [K-( AXi+AX+.. . AXp)]=

=lim[k-(b-a)]=k-(b-a)

* * %
Calculemos el area encerrada por la gréfica de la f uncion f(x)=x
el eje de abscisas y la recta x=1:
Y f(x)=x 2
(0] Xi-1 Xi 1 X
3
S=lim G=lim [f(x 1) Ax+f(x 2)- Ax+...+f(Xx ) AX]=

=lim {AX-[f(x  1)+H(x 2)+...+H(x )]} = ¢ lim (A [ X12+x,2+...+%2] ):5

=lim (% . [@2{2. %)2+...{n- %ﬂjznm (% . K%)Z+zz. (%)2+...+r?. [%)ZD:

" 1 6, 1 [n® n%2 n ] 1. 1 1 1
=lim (F'[l 2422+...4n 2]):hm (F' [§+7+€D:I|m (§+5+W):§

! Esta area ya la conocemos, pero lo que aqui intere sa es obtenerla como limite de una

sucesion G . Observa que en este caso no importa que la sucesi 6n elegida para el calculo

del area no cumpla con la condicién de que su diame tro tienda a cero.

2 Ya que f(x)=k.

% De todas las posibles sucesiones G n vamos a utilizar, igual que haremos en los proble-

mas, aquella en la que m=n, AX1=AX2=...AXn=AX Y C | =X;, esto es, la que tiene por término

enésimo la suma de las areas de n rectangulos de ig ual base y alturas los valores que la

funcién alcanza en los extremos derechos de cada su bintervalo. Observa que, cuando n

tiende a+ oo, el didmetro de la particion tiende a cero, ya que , si dividimos el intervalo

[0,1] en n partes iguales, como la longitud del int ervalo es 1, cada una de dichas partes

mide 1/n. Por tanto, |P n|= Ax=1/n.

*Yaque f(x)=x 2.

5 Como Ax=1/n, entonces x 1=1/n, x »=2-1/n,..., X n,=n-1/n=1.

% Es fAcil probar por el método de induccién complet aquel 2+22+,. .+3=n3/3+n 2/2+n/6.
-5-



3.- Problemas

1) Halla el area encerrada por la grafica de la funci on y=x 2, el gje
de abscisas y la recta x=2.

2) Calcula el area del rectangulo limitado por la rec ta y=3, el eje
de abscisas y las rectas x=2 y x=7.

3) Halla el area del triangulo rectangulo limitado po r la recta y=x,
el eje de abscisas y la recta x=5.

4) Calcula el area del trapecio rectangulo limitado p or la recta
y=X, el eje de abscisas y las rectas x=2 y x=7.

5) Halla ' el area encerrada por la gréafica de la funcion y=x 3, el gje
de abscisas y la recta x=1.

6) Calcula el area encerrada por la grafica de la fun cion y=e X, la
recta x=1y los ejes de coordenadas.

7) Calcula el valor aproximado del area encerrada por la grafica de
la funcion y=sen X, el eje de abscisas y la recta x= n/2. Utiliza para
ello el décimo término de la sucesion G ne 2

8) Sea f una funcién continua, no negativa y creciente 2 en [a,b].

Sea P 1={X o,X 1,X 2} la particidbn que determina el primer término de |
sucesion G ,.Seanc j1ycC ;los puntos que tu quieras.

f(b) .

f(a)

a=Xo X1 b=x» é X1 é X1

Como se trata de una funcién creciente, m 1=Xo Y M 1=x;. Por tanto:
f 1=f(M )-f(m )=f(x 1)-f(X o)

Lo mismo sucede en el intervalo [x 1L,X 2]

f2=f(M 2)-f((m 2)=f(x 2)-f(x 1)

Teniendo esto en cuenta y a la vista del grafico an terior:
a) Acota el error cometido, e 1.
b) Acotae .
c) Demuestra que si [P n| tiende a cero, entonces G » tiende a S.
! Es facil probar por el método de induccién complet aquel 3423+, .+8=n2.(n+l) 2/4.
2 utiliza la sucesion indicada en la nota 3 de la pa gina anterior.
3 El mismo razonamiento se puede hacer con las funci ones decrecientes.
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