| NTEGRALES LECCION 11
indice: Integracién de funciones racionales. Proble mas.

1.- Integracion de funciones racionales

El método que se emplea para calcular integrales de funciones ra-
cionales ! es el método de descomposicion. Se procede como si gue.
1°) Si el grado del numerador P(x) es mayor o igual qu e el del de-

nominador Q(x), se divide P(x) entre Q(x):

PX) QX)) P(X) R(X) 2
= P(x) =Q(X)-C(xX)+R(x) = A =CX)+ =
R(X) C(x) Q(x) Q(x)
P(x) R(x)
= jw-dx :fC(X)'dX+ fw-dx

La primera integral es elemental y la segunda se re suelve como se
indica a continuacion.

29 Si el grado del numerador es menor que el del deno minador, se
calculan las raices del denominador. Vamos a estudi ar los dos casos
siguientes. 3

CASO 1: Si todas las raices del denominador son reales, e | cocien-
te de polinomios se descompone en una suma de fracc iones segun la
siguiente regla:

e Cada raiz simple x i contribuye a esa suma con un sumando de
la forma:
A
X-X j
» Cada raiz doble x i contribuye a esa suma con dos sumandos de
la forma:
B: + B,
X-X i (X-x )2
e Cada raiz triple x i contribuye a esa suma con tres sumandos
de la forma:
G G G
XX 1 T (XX )27 (XX ;)3

Etc.

Las constantes que aparecen en los numeradores se c alculan féacil-
mente, como se vera en los ejemplos. Hecho esto, la integral se des-
compone en una suma de integrales casi inmediatas d e tipo potencial

! Esto es, cociente de polinomios.
2 por la propiedad de linealidad de la integral inde finida.
% Los demas casos se salen fuera del programa de est € Curso.



y de tipo logaritmo.
Por ejemplo, calculemos la siguiente integral:

X2+1
sz_l dX

Como el grado del numerador es igual que el del den ominador, hace-
mos la division:
X 2+1 | x2-1
-Xx2+1 1
2
Por tanto:
X2+1 2 1 2
jm-dxz fl-dX+ fm-dx = X+ fm-dx
Para calcular esta ultima integral, hallamos las ra ices del deno-
minador:
Xx2-1=0 = x ?2=1 =>x=%1
Por tanto:
2 A B _A(X-1)+B(x+1)
x2-1 —x+1 tx1 - x2-1
Como las fracciones inicial y final son iguales y t ienen el mismo

denominador, sus numeradores deben coincidir:
2=A(x-1)+B(x+1)

Para calcular A y B se pueden utilizar dos métodos:
10) Dar dos valores a x en la ecuacion anterior:
x=-1 = 2=2A = A=-1
x=1 = 2=2B =B=1
29) Resolver el sistema que resulta al igualar los co eficientes
del mismo grado de ambos miembros de la ecuacion:

{O=A+B 3 {O:A+B 4 {A:-l
2=-A+B — |2=2B ~— |B=1

En consecuencia:

X2+1 2 -1 1 5 1 1
fm-dx:x+ fm-dx:x+ jm-dx+ fﬁ-dx = X- jm-dx+ jﬁ-dxz

! La primera integral es inmediata de tipo potencial .

2 se eligen siempre las raices del denominador para simplificar los calculos. Este es el
método mas recomendable de los dos.

3 A la segunda ecuacion le sumamos la primera.

* Sustituimos en la primera ecuacién el valor de B o btenido en la segunda.

® Por la propiedad de linealidad de la integral inde finida.
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1
= X-In|x+1]+In|x-1|+C

Por ejemplo, calculemos la siguiente integral:

2x2+5x-1
x3+x2-2x X
Hallamos las raices del denominador:
x=0
X3+x2-2x=0 = X(X 2+x-2)=0 = -1+ ~/1+8 X=-2
X2+x-2=0 = X= — 5 = (1x=1
Por tanto:
2x2+5x-1 _A B C  A(X+2)(x-1)+Bx(x-1)+Cx(x+2)
X3+X22X X T x¥2 X1 T X(x-1)(x+2)
Como las fracciones inicial y final son iguales y t ienen el mismo

denominador, sus numeradores deben coincidir:

2X2+5x-1=A(x+2)(x-1)+Bx(x-1)+Cx(x+2)

Calculemos A, By C por los dos métodos mencionados antes.
10) Dar tres valores a x en la ecuacién anterior:
X=-2 = 8-10-1=B-(-2)(-3) = -3=6B = B=-1/2

x=0 =-1=A-2:(-1) = -1=-2A = A=1/2
x=1 = 245-1=C:3 =6=C:3 = C=2

29) Resolver el sistema que resulta al igualar los co eficientes
del mismo grado de ambos miembros de la ecuacion:
2=A+B+C _ (3/2=B+C , [3/2=B+C , (B=-1/2
5=A-B+2C = {9/2=-B+2C = <6=3C = 1C=2
-1=-2A A=1/2 A=1/2 A=1/2

En consecuencia:
2X2+5x-1 1/2 -1/2 2 5
j—xsﬂ(z_ZX -dx= f—x -dx+ j—x+2 -dx+ j_x-l -dx =
1 r1 1 1 1 6 1 1
=5 f;-dx- 5 |3z dx+2- |3 dx = 5Infx|- 5 -In[x+2|+2-In|x-1]+C

Otro ejemplo:

! Se trata de dos integrales casi inmediatas de tipo logaritmo. Si se desea, puede sim-
plificarse el resultado final agrupando los dos ult imos sumandos mediante las propiedades
de los logaritmos.

2 sustituimos en las dos primeras ecuaciones el valo r de A obtenido en la tercera.

3 Sumamos a la segunda ecuacién la primera.

* Sustituimos en la primera ecuacién el valor de C o btenido en la segunda.

® Por la propiedad de linealidad de la integral inde finida.

® Se trata de tres integrales de tipo logaritmo, la primera inmediata y las otras dos ca-

si inmediatas. Si se desea, puede simplificarse el resultado final agrupando los sumandos

mediante las propiedades de los logaritmos.
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2x2+6x-4
x3+axz+ax X

Calculamos las raices del denominador:

X3+4X2+4x=0 = X(X 2+4x+4)=0 = x(x+2) 2=0 = {iz?zs&rgglls
Por tanto:
2x2+6x-4 _A B C  A(x+2) 2+Bx(x+2)+Cx
X(x+2) 2 X "x¥2 Tx+2) 2° X(x+2) 2
Como las fracciones inicial y final son iguales y t ienen el mismo

denominador, sus numeradores deben coincidir:
2X2+6Xx-4=A(x+2) 2+Bx(x+2)+Cx

Calculemos A, By C por los dos métodos mencionados

10) Dar tres valores a x en la ecuacién anterior: !
X=-2 = 8-12-4=-2C = -8=-2C =C=4
x=0 = -4=4A = A=-1
x=1 = 2+6-4=(-1)-9+3B+4  —9=3B — B=3

29) Resolver el sistema que resulta al igualar los co eficientes
del mismo grado de ambos miembros de la ecuacion:
2=A+B 5 2=-1+B A B=3 A=-1
6=4A+2B+C — {6=-4+2B+C — <10=6+C — 1B=3
-4=4A A=-1 A=-1 C=4

En consecuencia:

2X2+6x-4 _ (-1 3 4 5
jx3+4x2+4x'dx‘ jx ‘dx+ fx+2'dx+ j(x+2) zdx =
1 1 6 X+2) -2+1 7
=- f;-dx+3- jm-dx+4- f(x+2) 2.dx =" -In|x[+3:In |x+2|+ %H;:
1
=-In|x]+3:In x+2|- 75 +C

CASO 2: Si Q(x)=ax 2+px+c es un polinomio de segundo grado con rai-
ces complejas, se escribe en la forma Q(x)=a[(x-p) 2+@g?], se saca a
fuera de la integral y se hace el cambio x-p=q-t.

! Observa que ademas de las raices hemos tenido que utilizar aqui un valor mas.

2 sustituimos A 'y C por sus respectivos valores ya ¢ alculados.

3 Hemos sustituido en las dos primeras ecuaciones el valor de A obtenido en la tercera.

* Hemos sustituido en la segunda ecuacién el valor d e B obtenido en la primera.

® Por la propiedad de linealidad de la integral inde finida.

® Las dos primeras integrales son de tipo logaritmo, la primera inmediata y la segunda
casi inmediata, mientras que la tercera es casi inm ediata de tipo potencial.

 Si se desea, puede simplificarse el resultado fina | agrupando los dos primeros sumandos

mediante las propiedades de los logaritmos.
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Si el numerador es una constante, sale una integral de tipo arco

tangente; si el numerador es un polinomio de primer grado, sale una
integral de tipo arco tangente y otra de tipo logar itmo.
Por ejemplo:

1
jx2+4x+5 -dx
Calculamos las raices del denominador:
-4+ x/16-20
X2+4x+5=0 — x= T E—
Por tanto:

1 1 1 2 1 3 4
jm-dxz j(x-I-Z)—2+12'dXZ fm-dt: arc tgt+C= arc tg (x+2)+C
Otro ejemplo:

X-7
fm'dx
Calculamos las raices del denominador:
X2-2x+5=0 = x= — 5 —

Por tanto:
X-7 1 X-7 5 2t-6 t-3
jx2-2x+5 OX= Dy zez X graeg 2= jt2+l'dt:
t 1 (2t 1 1
:Km-%}dt = fm'dw' fm-dt:7 Fin(t 2+1)}3arc g +C=

1 2-2x+ -1 1 -1
=5In %-3-%0 tg XT+C:9 5:In (x 2-2x+5)-3-arc g XT+D

! Se descompone el denominador en suma de dos cuadra dos de forma que uno de ellos sea
constante.

2 Se hace el cambio x+2=t (esto es, la base de la po tencia que contiene a la incognita x

se iguala a la otra base multiplicada por t), dx=dt .

3 Se trata de una integral inmediata de tipo arco ta ngente.

4 Deshacemos el cambio.
5 Igual que antes, se hace el cambio x-1=2t, dx=2-dt

% Por la propiedad de linealidad de la integral inde finida.

La primera integral es casi inmediata de tipo loga ritmo y la segunda inmediata de tipo
arco tangente. Como t 2+1>0, hemos eliminado el signo de valor absoluto.
8 Deshacemos el cambio. Observa que 4t 2+4, el denominador de la integral que aparece en
tercer lugar en este célculo, es igual a x 2-2x+5, el denominador de la integral de par-
tida. Por tanto, t 2+1=(x 2-2x+5)/4.
®Como In[(x  2-2x+5)/4]=In(x 2-2x+5)-In 4, hemos sustituido —(1/2)-In 4+C por D.
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2.- Problemas

1) Calcula las siguientes integrales racionales:

a) j X3- 3x+2 ‘dx
X+3
d) |xz3xp dx

dx
9 |x7+x6
L 3x+2
J) j X3_X dX

X3+x2+4x-1
m) j X2-4

3x+5

-dx

o) jx3x2x+1 ‘dx

X 2+6x-1

" jx3x2x+1 ‘dx
x-1

U |x3-3x 240X
3x-2

X) X2-4x+5 -dx

b)
e)
h)
K)
n)
p)
S)
v)

y)

X3+8x2+14x+6

x+1) 3(x+2) X

X2+1

f XD (x+3) dX

X
f x-112)(x+374)

x+1
f 1 -dx

X4-X 3+X2-X+1
==

X+1 d
ijZ x-1 9
X+1 d
jx3 4x 2+5x-2 X

5x2-15x+12
X3-4x 2+4x

X
f xa+g 0X

-dx

2) Convierte en racionales las siguientes integrales

dx
a) fe—l

Nrev
X -dx

d)

dx
M
. dx
) sen x

1_
m) fx-m Toc-dx

b)

fx_(9+

2%)

dx
sen 2x-cos X

1+sen 2x
S

en x-cos x X

ex-dx
je2X+3-e X+2

dx
j X:(3 \x+1)

-dx

-dx

dx

c) X2+2x+5
X-1
0 j xZ-5x+6 "dX
. dx
) f X2-4
dx
j(x-Z)(x 2-9)
. x2+x
) ij X
4 -X 2
a) jx 172 X

t) ij 2x+1 dX

X
w) X2-6x+13 -dx

3x-8
2) ij ox+18 X

y calculalas:

sen x-dx
€) |cos2x+2.cos x+2

fIn(x 2+x-2)-dx
i dx
) f e+2e%-3

) jarc sen X dx

) [
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