| NTEGRALES LECCION 10
indice: Integracion por partes. Problemas.

1.- Integracion por partes

Si fy g son dos funciones derivables, tenemos lo s iguiente:

(f-g) =f.g+fg' = [gy=  [rg+ [tg =fg= [for [fg =

:>ff-g' =f-g- ff'-g

Esta ultima férmula la vamos a recoger en una tabla ! con tres co-
lumnas, encabezadas con las letras S (signo), D (de rivar) e | (inte-
grar). En la primera fila de la tabla se colocan el signo +, la fun-
cion fy la funcién g'; debajo aparecen el signo -, la derivada de f

y la integral (una primitiva) de g":

La relacion entre la tabla y la férmula es obvia:

S| DI
+| f g : :
[ ‘J ] (_) - +f.g :
- [9]
Si multiplicamos los dos miembros de la férmula por -1, la tabla
correspondiente queda modificada de la siguiente fo rma:
S| D|I
- f g : .
[ | «—> -ff-g = -fg+ ff-g
AL
Por ejemplo, calculemos la siguiente integral:
fx-sen X-dx
Construimos la tabla S/D/I: 2
ID| |
X sen X
- |1]-cos X
! Este procedimiento se conoce con el nombre de método tabular de integracion por partes
2 Una ventaja del método tabular con respecto al tra dicional (en el que se aplica direc-
tamente la férmula) es que no se pierde demasiado t iempo en descartar un camino errado
(es lo que habriamos hecho en este ejemplo si hubié ramos empezado probando la tabla al-
ternativa +/sen x/x). Otra ventaja es que la comprobacion de las in tegrales realizadas en
la columna | resulta ser muy cémoda, basta derivar de abajo arriba dicha columna. Aunque
la mayor de las ventajas es que se ahorra espacio y sobre todo tiempo.



Por tanto:
fx-sen X-dx=-x-cos x+fcos X-dx
Como esta ultima integral es inmediata de tipo seno , queda:

fx-sen X-dx=-x-cos  x+sen x-dx

* % %

Si en el célculo de una integral por partes, ff 1'0 1, hubiera que
reiterar el método, las sucesivas tablas pueden sus tituirse con ven-
taja por sélo una.

En efecto, aplicamos a la integral de partida el mé todo de inte-
gracion por partes, construyendo su correspondiente tabla (filas 12
y 22 de la siguiente tabla), lo que permite dar el paso (a). Si el
célculo de la integral ff 2+ 2 requiere del método de integracién por
partes, construimos alli mismo la tabla correspondi ente a dicha in-
tegral, incluido el signo negativo que la precede ! (filas 22 y 39),
lo que permite dar el paso (b). Si también la integ ral ff 3-g 3 requie-
re de dicho método, construimos a continuacion su t abla (filas 32y

43), lo que permite dar el paso (c). Etc.:

a b c
ffl-gl= f g 2'ff2'92: f1-ga2f 20 3+ff3'93: f 1-gof 2gstfsg 4'ff4'94

No es dificil relacionar esta tabla y el resultado final obtenido,
lo que nos evita tener que dar todos los pasos inte rmedios:
S|D |l

+ | f,

g1

> o) e R | [

La tabla se prosigue hasta obtener un producto f n'0 n:
1°) que sabemos integrar;
2°) relacionado con f 10 1;

3°) cuya integracién por partes requiere reagrupar las funcio-
nes en las columnas D/l de otro modo a como estan

! Ya hemos visto antes c6mo se procede en este caso.
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1°) Veamos un ejemplo del primer tipo:

Construimos la tabla S/D/I:

Por tanto: !

fXZ.e X.0x

[x2.e x.dx=x 2-e x-2x-e x+2.€ +C

29 Las integrales del segundo tipo presentan dos vari antes:
a) La relacion de la dltima fila y la primera es directa  (son
iguales, salvo una constante). Veamos un ejemplo:
feX-sen X-dx
Construimos la tabla S/D/I: 2
S| D |I
+ | sen x | eX
- Cos X | eX
+|-sen X | ex
Por tanto:  *
feX-sen X-dx=e *-sen Xx-e X-Cos X- feX-sen x-dx =
= 2 feX-sen X-dx=(sen Xx-cos Xx)-e X =
1
= feX-sen x-dx= 7-(sen x-cos x)-e *+C
b) La relacion de la ultima fila y la primera es indirecta (me-
diante alguna férmula conocida, etc.). Veamos un €] emplo: *
f cos 2x-dx
Construimos la tabla S/D/I:
S| D | |
+ | COS X | COS X
- | -sen X | sen X
! Observa que nos hubiéramos podido parar en la penu ltima fila, ya que se trata de una
integral inmediata de tipo exponencial. Sin embargo , €s mas comodo hacer lo que hemos he-
cho, pues la integral de la dltima fila, al ser la integral de la funcién cero, nos da
directamente la constante de integracion. Lo mismo podriamos haber hecho en el ejemplo
anterior.
2 En este caso, la tabla alternativa (+/e x/[sen X) también funciona.
% Nos hemos parado en la tercera fila porque coincid e con la primera, salvo el signo.
* Esta integral también puede hacerse por descomposiciéon  mediante la formula del coseno
del angulo doble.
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Por tanto: !

fcos 2x-dx=sen Xx-cos x+fsen 2x-dx=sen Xx-cos x+f(1-cos 2x)-dx =
3
=sen X-Cos x+f1-dx- fcos 2x-dx = sen X-COS X+X- fcos 2x-dx =

1 1
= 2 fcos 2x-dx=x+sen Xx-c0s X = fcos 2x-dx= 7-x+ 5-sen x-cos Xx+C

3°) Veamos un ejemplo del tercer tipo:

fln 2x-dx
Al construir la tabla (filas 12 y 28), nos paramos en la segunda
fila porque advertimos que al agrupar sus factores de otro modo (fi-
la 32) podemos calcular su integral por partes (fil as 32y 49). 4
S D I
+ In 2x
- 12:In x-1/x X
- In x 2
+ 1/x 2X
Al contrario de lo que sucedia en los dos tipos ant eriores, en los
gue las sucesivas tablas se solapaban, en éste es f 0rzoso escribir-
las una tras otra (por eso las hemos separado por u na linea horizon-
tal).
Sin embargo, el resultado final se obtiene directam ente de la ta-
bla igual que siempre, salvo que no se escriben los “productos esca-

lonados” que “cruzan” una linea horizontal:
fln 2x-dx=x-In  2x-2x:In x+f2-dx
6

Solo falta calcular la dltima integral:

fln 2x-dx=x-In  2x-2x:In  x+2x+C

* * %
Antes de aplicar el método de integracién por parte S, es conve-

! Nos hemos parado en la segunda fila porque esta re lacionada con la primera mediante la
férmula fundamental de la trigonometria.
2 por la propiedad de linealidad de la integral inde finida.

La primera integral es inmediata de tipo potencial .
* Nos hemos parado en la cuarta fila porque se trata de una integral inmediata de tipo

otencial.
EEn este caso, el “producto escalonado” (-2:In x-1/x)-2. La raz6én es que, como siempre,
la integral de la primera fila es igual al “product o escalonado” més la integral (con su
signo, claro estd) de la segunda fila; pero ésta es igual a la integral de la tercera fi-
la, la que a su vez es igual al “producto escalonad 0" mas la integral de la dltima fila.
® Si haces el cambio de variable In x=t antes de aplicar el método de integracién por p ar-
tes, esta integral se convierte en una del primer t ipo, que ya hemos calculado.
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niente en algunos casos transformar la funcién inte
cambio de variable adecuado, mediante alguna formul
etc.). El célculo de la siguiente integral, por eje

fica aplicandole la férmula del coseno del angulo d

f (cos 2x-sen 2x)-x-dx

* % %

Por ultimo, una cuestion que es clave: ¢qué funcién
la columna D de la tabla? Pues bien, existen alguna
ALPES o LIATE, que nos lo indican.
funcién cuyo nombre aparece antes en cualquiera de
siguientes

grando (con un
a conocida,
mplo, se simpli-
oble:

colocamos en
s reglas, como

En la columna D se coloca aquella

las dos listas

Arco Logaritmicas
Logaritmicas

Potenciales, polinébmicas 2
Exponenciales

Seno, etc. 3

Algebraicas
Trigonométricas
Exponenciales

| nversas 1 de las trigonométricas

Si te fijas, tanto las dos primeras funciones como
de ambas listas aparecen en posiciones invertidas.
lidad no se trata de cinco grupos de funciones, sin
En el medio, y en eso coinciden ambas reglas, estan
algebraicas; en primer lugar las funciones arco y |
y en ultimo lugar, las trigonométricas y las expone
recuerda que las funciones trigopnométricas también
métricas, las dos primeras silabas de la palabra “a
pueden servir para recordar esta otra regla:

Arco S:;S\F CGoniométricas
Logaritmicas CAS Exponenciales

Aunque no siempre funcionan, conviene retener al me
tas tres reglas. La siguiente integral, por ejemplo
tarla colocando la funcién algebraica en la columna
cial en la I, como dicen las reglas. Sin embargo, |
x en la columna Dy 1/(x+1)

X-e X
Jowsay =

ner la funcién x-e

! Las que nosotros hemos llamado
2 Se refiere a las funciones algebraicas, esto es, a
nameros aparecen conectados mediante las operacione
cacion, division, potenciacion y radicacion.

3 Las funciones trigopnométricas.

* En el mismo nivel de prioridad.

2enlal:

reciprocas , esto es, las funciones arco.
quéllas en las que la variable y los
s elementales: suma, resta, multipli-

las dos dltimas
Y es que en rea-
0 sélo de tres.
las funciones
as logaritmicas;
nciales. 4 Si se
se llaman gonio-
Igebraicas” nos

nos una de es-
, puedes inten-
D y la exponen-
0 adecuado es po-
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2.- Problemas

1) Calcula las siguientes integrales:

a) [(x2+2x)-sen x-dx  b) [x3In xdx c) [ex-cos x-dx
d) [In x-dx e) [In(1+x 2)-dx ) [(arc sen x) 2-dx
0) foIn 2x dx h) farc sen x-dx )] fx3-sen X-dx
[fin(x+ +Tx2)-dx K) fcoszx dx ) [x2-e 2x.dx
m) farc tg x-dx n) fcos In x-dx i) f3x-cos X-dx
0) fx-arc tg x-dx p) fo-arc tg x-dx q) fln 3x-dx
fx-tg 2x-dx s) fx3-e X2.dx fsenzx-dx
In In X X-arc sen x X-COS x
u) f xdx v) W'd W) f sens3x
X) j— dx y) fx-sen In x-dx z) feX-sen X-CO0S X-dx
2) Calcula las siguientes integrales:
a) fsen(Zx)-cos(3x)-dx b) fcos x-In(1+cos  x)-dx
c) [sen+x-dx d) [senxIn cos x-dx
) [xIn x-dx ) [x \Zx-dx
g) [x-cos 2x-dx h) [xIn(x+1)-dx
) farc ctg /x-dx ) feX-cos 2x.dx
arc sen 2
g [Fresenv g ) [y
\J1-x (x 2+1)
m) fx-sen X-c0s X-dx n) fx-arc cos x2-dx
1) f(arc cos Xx) 3-dx 0) farc sec /x-dx
p) fx-arc tg \/x2-1-dx q) fcos x-(In sen x) 2-dx
fsen \[x+1-dx s) fln \[x+1-dx
_ arc cos \/_
e¥ .dx u dx
J T W
3) La siguiente integral se puede hacer por partes. L a segunda linea
de la tabla esta relacionada con la primera indirec tamente. ¢Sabrias
calcularla?:
fxll-x 2.dx
4) Determina f(x) si f'(x)=x:In x, f(1)=0y f(1)=1.
5) Prueba que las siguientes integrales no son elemen tales:
a) [In In x-dx b) [exIn x-dx
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