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1.- La integral definida

Si f es una funcién continua en el intervalo [a,b], Pn={X 0,X 1,....X o}
es una sucesion de particiones de dicho intervalo t al que lim|P n|=0
y, Vie{l,2,....m}, AXi=Xi-X i1 YC i€[Xi1,Xi], sellama integral definida
de la funcién f desde a tlnasta b , Y Se representa por fabf, al limite
de la sucesion F ”:i;l f(c i)- AX;, esto es:
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Los numeros a 'y b se llaman limites de integracién ,aesel limite
inferior y b, el limite superior . El simbolo f recibe el nombre de
signo integral ; y la funcién f, el de funcion integrando
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Si la funcién f es continua y no negativa en [a,b], la integral
definida de f desde a hasta b es, como hemos visto en la leccion
anterior, el area de la region del plano limitada p or la grafica de
f, el eje de abscisas y las rectas x=a y x=b: 3
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En la definicion de integral definida, el limite in ferior es menor

que el superior (a<b). Extendemos el concepto a cua Iquiera de los

casos posibles de la siguiente forma:
a) Silos limites de integracion coinciden:

ft=0

b) Si el limite inferior es mayor que el superior (a< b):
K==L
b' ~ Ja
! Mas adelante se definira el concepto de integral indefinida
2 Aunque en el limite de sucesiones no se suele indi car que n tiende a + o, aqui es conve-
niente hacerlo para distinguir n, el subindice del término general, de m, el nimero de
rectangulos cuyas areas se suman para obtener el va lor de dicho término general.
% En la proxima leccién veremos el significado geomé trico de la integral definida de una

funcion continua en cualquier caso.



2.- Propiedad de linealidad

Si k es un numero real y f y g son funciones contin uas en [a,b]:

a) [h= k[T

En efecto: !

) [+ [T+ [

a) [(kh= |r§rﬂ+w§‘, kHc 1) ax; ir!imwé kfc ) ax, =
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= Iim [k- 2 1) Axi)— klim, 2f(c 1) ox = k 1K
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o) [trgy= "him e ) axi 2 lim e )l O ox =

:r!i—rﬂ-ooii [f(c i) axi+g(c i) AXi] ; Amwﬁif(c i) AXi+i:ZTg(C i) AXi)
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En la propiedad de linealidad, el limite inferior e S siempre menor
qgue el superior (a<b). Sin embargo, la propiedad es cierta en cual-
quiera de los casos posibles. Esto es, si k es un n umero real y fy
g son funciones continuas en [a,b], también se veri fica:
a a a a a
19 [(khH= Kk [t 20) [t+g)= [+ [7g
a a a a a
30) [(kfy= k[T 40) [Tt+g)= [T+ [7g
Las dos primeras férmulas son evidentes. Para proba r las otras dos

basta escribir las integrales de manera que el limi
menor que el superior. Veamos, por ejemplo, la terc

te inferior sea
era féormula:

o 2L 2k L=k ((LT) 2k [T
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! Los que no estén acostumbrados al uso de sumatorio
nes por las que aparecen en el anexo de esta leccié

2 por la definicién de integral definida.

% Por la definicién del producto de un nimero por un

* Sacamos factor comun k.

® Por las propiedades de los limites.

® Por la definicién de suma de funciones.

" Descomponemos el sumatorio en dos, agrupando por u
funcion f y por el otro los que contienen la funcio

8 Por la extensién del concepto de integral vista en

° Por la propiedad de linealidad ya demostrada (a<b)
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s pueden sustituir estas demostracio-
n.

a funcion.

n lado los sumandos que contienen la

ng.
el primer apartado de esta leccion.



La propiedad de linealidad es cierta también para | a resta. Esto
es, si fy g son continuas en [a,b]:

[ao= [-[g
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La integral definida desde a hasta b de una fun-
cion f continua y no positiva en [a,b] es igual al Y g
area limitada por la grafica de la funcion f, el
eje de abscisas y las rectas x=a y x=b, pero con

signo negativo. o)
En efecto, si g es la funcion opuesta de f:

2o [ina 2 [o=-f92-s f

3.- Problemas

1) Sif ., f ,..yf , son funciones continuas en [a,b], demuestra por
induccion completa la siguiente férmula:
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2) Demuestra las formulas 12, 22 y 42 de la propiedad de linealidad
de la integral definida.

3) Sify g son funciones continuas en [a,b], demuest ra las siguien-
tes férmulas:

a [to= [T-[9 b [to= [T-L9 o [to= [T-[4

4) Expresa mediante una integral definida el area de las siguientes
figuras:

a) Rectangulo de base 7 y altura 3.

b) Triangulo rectangulo cuyos catetos miden ambos 6.

¢) Triangulo rectangulo cuyos catetos miden 3y 7.

d) Semicircunferencia de radio 2.

5) Calcula las siguientes integrales definidas:

a) [3 b) [ 3+ ¢) [ (6ex)

! Como fy g son opuestas, f=-g.
2 Por la primera propiedad de linealidad.

% Ya que g es una funcién no negativa. Y como fy g son simétricas respecto del eje de
abscisas, el area encerrada por la gréfica de g, el eje de abscisas y las rectas x=a y
x=b es la misma que la limitada por la grafica de f , €l eje de abscisas y las rectas x=a

y x=b.




6) El area encerrada por la grafica de la funcion con tinua y no
negativa f, el eje de abscisas y las rectas x=2 y x =7 es 12. Si
trasladamos verticalmente hacia arriba dos unidades la gréfica de f,
¢,Cudl sera la nueva area? Justifica la respuesta.

7) si [=7y ['g=2,calcula  ['(3f-2g).

. b
8) Sik es una constante, halla fa K.
4.- Anexo
Se repiten aqui las demostraciones de las propiedad es de lineali-

dad sin usar sumatorios:

A k= Tlim (kD D kD o) xatetkDE - oxd 2
=lim_[kfc 1) oxatkf(e 2)- oxgt..+kf(C n) OXo] 3
=lim {Klfc 1) oxiH(C o) axo+..4C W axel} =
=klim (e 1) axiH(C o) axpr. H(E ) Axe] = K IR
b) fab(f*g): l lim [(+g)(c 1) axiH(f+)(C  2)- Axpt..+(f+Q)(C - AXn] 2
= lim {lflc J+g(c ] oxa+{fc 2)+g(c 2)]- oxo*...+H[f(C m+g(C W] Oxuf =
=lim [flc 1) axi+g(e 1) AXiH(C o) AXo+g(C o) AXot..H(C ) AXtO(C ) OXe] i

:r!l’_rlloo [f(c 1) AXy+(C 2)- AXot...+f(C ) AXntg(C 1)- AX1+g(C 2)- AXo+...+Q(Ch)- AXn) z

=lim [fc 1) axaHi(c o) Xat.. +(C ) BXd] +

i 1 b b
+1im [9(c 1) AXa¥Q(C o) AXat..+G(Cn) BXe] = IR

! Por la definicién de integral definida.

2 por la definicién del producto de un nimero por un a funcion.

3 Sacamos factor comin k.

* Por las propiedades de los limites.

® Por la definicién de suma de funciones.

® Agrupamos primero los sumandos que contienen la fu ncion f y luego los que contienen la
funcion g.
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