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1.- La integral indefinida

Se llama integral indefinida de f, y se designha ff, al conjunto de
sus primitivas.

Ahora bien, si F es una primitiva de f, sabemos que {F+C|C <R} es
el conjunto de todas sus primitivas. Por tanto: !

[t=F+C

El nimero C se llama constante de integracion ; 'y como en la inte-
gral definida, f es la funcion integrando y f el  simbolo integral

El proceso de calculo de las primitivas de f —basta calcular una,
pues conocida una, se conocen las demas— se llama integrar f.

Si no escribimos la constante de integracién, es ev idente la si-
guiente equivalencia:

[t=F oF =f

Esto nos permite establecer el siguiente esquema:

Derivar
F < >
Integrar
Por tanto, derivar e integrar son operaciones recip rocas (salvo la
constante de integracién), como sumar y restar o mu I[tiplicar y divi-
dir.
Consecuencias:
13 [t =f,yaquef =f',
23) ( [fy =f,yaquesi [t=F+C = ( [ty =(F+C) =F =i

2.- Linealidad de la integral indefinida

Sify g son dos funciones y k es un nimero real:

a) [k =k [f b) [(+g) =[t+ [qg
En efecto:
a) (k- [f =k( [fy =kf

by ( [+ foy =([H+( [a) =F+g

! No se escribe el simbolo de conjunto, { ...}, aunque se sobrentiende.
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[-g)=

Puede demostrarse igualmente que

3.- Otra notacion de la integral

Otra forma de expresar la integral, tanto la defini
definida, es la siguiente: !

fabf(x)-dx

Es la mas habitual y la que utilizaremos a partir d

El simbolo que aparece multiplicando a la funcién i
se lee diferencial de x . Esta diferencial siempre
ble de la que depende la funcién integrando. Ahora
diferente qué letra se utiliza como variable indepe
de jsen x-dx puede igualmente escribirse

Aunque no vamos a estudiar el concepto de diferenci
cindible conocer la relacion que existe entre la di
funcién y la de su variable independiente, pues la
aplicar el método de integracion por sustitucion, q
adelante.

Pues bien, la diferencial de una funcién es igual a

multiplicada por la diferencial de la variable inde
y=f(x) = dy=f'(x)-dx

Por ejemplo:

[sen t-dt,

Jt Ja.

da como la in-

[1(x)-dx

e ahora.
ntegrando, dx,
es la de la varia-
bien, como es in-
ndiente, en lugar
[sen u-du, etc.
al, ?esimpres-
ferencial de una
necesitamos para
ue veremos mas

su derivada
pendiente:

y=sen x = dy=cos x-dx

1
z=arc sent —=dz=

t= \/1-x 2 = dt= 5 “2X

de la siguiente manera:
t= \/1-x 2 =t 2=1-x 2 = 2t-dt=-2x-dx

El resultado, evidentemente, es el mismo, ya que t=
En general:

f(x)=g(t) = f(x)-dx=g'(t)-dt

! Es la notacion de Leibniz.
2 puedes verlo en el anexo de esta leccion.

Tm-dx = dt=

Observa que este ultimo célculo se puede simplifica

dt
-X
T >-dx
r procediendo
= t-dt=-x-dx

1-x 2.



4.- Problemas

1) Demuestra que f(f-g): ff- fg
2) Halla f(x) si f(0)=1, f'(0)=2 y f"(x)=3x.

3) Halla una primitiva de f(x)=sen X cuya grafica pase por el punto
(m0).
4) Si la grafica de f pasa por el punto (0,2), es tan gente en dicho

punto a la recta 6x-2y+4=0y f"(x)=x-3, calcula f.

5) Encuentra la ecuacién del movimiento de un punto g ue se mueve con
velocidad constante.

6) Encuentra la ecuacion del movimiento de un punto q ue se mueve con
aceleracion constante.

7) Comprueba que:
a) ﬁ-dx =In(x+ ~[x2+1)
b) [\xTHI-dx= %-x- \/W+%-|n(x+ JXZH)
c) \/%-dx =In|x+ ~/x2-1]
d) [xZT-dx= %-x- N %-In|x+ X

5.- Anexo
Consideremos una funcioén, y=f(x), un punto de su gr afica, P(x  o,Y o),
y la recta tangente a la grafica de la funcién en d icho punto, t.
Sean Q y T los puntos de las graficas de la funcién y de la tangen-
te, respectivamente, de abscisa comun x=x o+AX:
y=f(x)
Y
fx)=y -
t
__________ A
yr ¢dy { Y
f(x 0)=y o Fommmm T :
|
|
|
|
|
(@] Xo X X
A la variacion que se produce en el valor de la ord enada al pasar
del punto P al punto Q se la denota, como ya sabemo S, por  Ay:
Y=Y otAy
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Pues bien, a la variacién que se produce en el valo r de la ordena-
da al pasar del punto P al punto T se la denota por dy:

yr=Yyo+dy

Pero como y-f(x 0)=f(x o) (X-X o) es la ecuaciéon de la recta tangente
y el punto T pertenece a dicha recta, resulta lo si guiente:

yr-f(x  o)=F(X o):(X-X o) :l>yT:y0+f'(x 0)- AX

En consecuencia:

dy=f'(x o) AX

A dy se le llama diferencial de la funcion y=f(x) en x 0. 2

Por ejemplo, la diferencial de la funcién y=x 3-2x en el punto de
abscisa x=0 es dy=-2- AX.
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Ahora bien, asi como al estudiar las derivadas dist inguiamos entre
la derivada de una funciéon en un punto, que era un namero, y la
derivada, que era una funcién, del mismo modo ocurr e con el concepto
de diferencial.

Se llama  diferencial de la funcion y=f(x) , Y se denota por dy o
df(x), al producto de su derivada por AX:

dy=df(x)=f"(x)- AX
Por ejemplo:

y=x3-2x =>dy=d(x 3-2x)=(3x 2-2)- AXx
y=x = dy=dx=1- Ax=AX

Este ultimo resultado, sustituyéndolo en la definic ion de diferen-
cial de una funcion, nos conduce a la férmula que n ecesitdbamos: 3

dy=df(x)=f"(x)-dx

Y si lo sustituimos en la definicién de diferencial de una funcién
en un punto, dy=f'(x 0)-dX, permite dar una interpretacién geométrica
a la notacion de la derivada que se utiliza en Fisi ca, dy/dx=f'(x
Como f'(Xx o) es la pendiente de la recta tangente en x 0, (dx,dy) es un

vector direccional de dicha recta tangente.

! Hemos sustituido f(x 0) POry oy X-X opor Ax.

2 La diferencial de una funcién en un punto depende de Ax.

3 Observa que la diferencial de una funcién depende de xy de AX, excepto la diferencial
de la funcion x, dx, que solo depende de Ax. Mas aun, coincide con AX.

* Recuerda que la pendiente de una recta se obtiene dividiendo la segunda coordenada del

vector direccional entre la primera.
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