JUNIODE 2014. PROBLEMAAL.
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-

suélvelo en los casos en que es compatible:
(a-1)x+(a+2)y=5
{(1-a)x+(—1—a)y+222-4 (3 PunTO3
y+(a 2+a)z=2-a

Aplicamos el método de Gauss:

a-1 at+2 0 5 a-1 at+2 0 5 ) a-1 at2 0 5 3
l-a -l-a 2 |4 |0 1 21|20 1 2 |13
0 1 az+a|2-a 0 1 az+a|2-a 0 0 aZ+a-2|la
a-1=-0 = a=1
-1 +4/148  -143
a2+a-2=0 — a= > =—%  —a=-2a"1
Estudiamos los distintos casos:
1°) Sia=-2, el sistema es incompatible:
-3 0 015
0 1 2|1
0O 0 03
29 Si a=1, el sistema es compatible indeterminado y | a solucion
depende de un parametro: 4
0 3 0|5 0 1 2|1 6 0 1 2|1
0 1 2(1/2/0 3 0/5[/2]0 0-6[2| -
0O 0 0|0 0O 0 0|0 0O 0 0|0
y+2z=1 y=1-2z X=a
> oz = Pews = (e
z=-1/3
39 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
(a-l)x+(a+2)y:25 1} =) 5 =
yt+zz= = = 75| =2 Y=1-2z2=1+ =5 = V= 5o =
at+4
= (a-1)x=5-(a+2)y=5-(a+2)- a2 —o-a-4=l-a=-(a-1) = Kk=-1
1 2412,
2 38f.9f,
3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que tenem os que despejar luego (caso 3°).
4 va gue el nimero de incégnitas menos el niumero de ecuaciones fundamentales es 1.
S 13 20f.
6 22f.3.12f,



JUNIODE 2014. PROBLEMAAZ.

Encuentra la ecuacion continua de la recta r que pa sa por el punto P(2,3,-1) y es paralela
a los planos T =2X-y+3z-1=0y T =X+y-27+3=0.
Encuentra el punto Q er que esta en el plano x=0. (2 PunTO3

a) Como el plano 71 es paralelo a la recta r, el vector caracte-
ristico del plano, u ~(2,-1,3), es perpendicular a la recta.

Como el plano 7, €s paralelo a la recta r, el vector caracteris-
tico del plano, v ~(1,1,-2), es perpendicular a la recta.

Por tanto, un vector direccional de la rectar es:

- - r r E — —> >
uav=2 -1 3|=-1 +7) +3K
1 1 -2
Como la recta r pasa por el punto P(2,3,-1), su ecu acion continua

es: 1

X-2 _y-3 _z+1
-1 -7 7 3

r

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r son:

X2 _y-3 _z+1 _ Xiz_ *
r:_l =7 =73 -0 = y—3+7OL

z=-1+3 a

Por tanto, como Q es un punto de la recta r, Q(2- o,3+7 o,-1+3 ). Y
como esta en el plano x=0, satisface su ecuacion:

2-0=0 = a=2 = Q(0,17,5)

1 Otras formas de hacer este problema pueden verse, por ejemplo, en el ejercicio 8 del Exa-
men Final del curso 2007-2008, en Examenes, en este mismo blog .
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JUNIODE 2014. PROBLEMAAS.

Calcula las siguientes integrales:

fng(x fx-sen(Zx)-dx (2 Punto$
a) Como se trata de una integral racional, calculamos las raices

del denominador:
x2-x=0 = x(x-1)=0 = x=0, x=1

Por tanto: 1

1 1 _A
X

_ B A(x-1)+Bx
X2-X T X(x-1) -1

=T x(x-1) -

Six=0 = 1=-A = A=-1
Six=1 = 1=B = B=1

+
X

= 1=A(x-1)+Bx — {

En consecuencia:

Jebroc - fan - [ = [hase [ oprerse o

Comprobacion:

_-(x-D)+x -x+1l4+x 1
- X(x-1) T OX2-X T X2x

1
(-In|x|+In|x-1[)'= -3

1
+ X-1
b)

fx-sen(Zx)-dx: 3. %-x-cos(Zx)+ %-sen(Zx)+C

S|D I
+ | X sen(2x)

1
- |1 |- 35cos(2x)

+10 -%-sen(Zx)

Comprobacion:

1 1 1 1 1
(— 7:X-COS(2X)+  7-sen(2x) ) =- 5-C08(2x)-  7-x-[-sen(2x)]-2+ 7C0s(2x)-2
1 1
=- 5-C0S(2X)+X-sen(2x)+ 7+C0S(2x)=X-sen(2x)
1 Aplicamos el método de descomposicion en fraccione s simples.
2 Se trata de integrales de tipo logaritmo, la prime ra inmediata y la segunda casi inmedia-
ta. Si se desea, puede simplificarse el resultado f inal agrupando los sumandos mediante las
propiedades de los logaritmos
3 Esta integral se hace por partes. Las integrales e fectuadas en la columna | son casi in-
mediatas de tipo seno y coseno. Se puede simplifica r el calculo de estas integrales si an-
tes de aplicar el método de integracion por partes se hace el cambio de variable 2x=t.



JUNIODE 2014. PROBLEMAAA4.

Dada la funcidn f(x) demuestra que existe un valor ae(1,2) tal que f'( o)=1. Menciona el re-
sultado tedrico empleado y justifica su uso:
T T 2
fx)=tg (ﬁJ' §> t T 2xax 2
Ayuda: tg(  m4)=1,tg(  w6)=1/ +[3. (83 PunTO3

Derivamos la funcioén:
-2-6X

"2 2. 4[17-2%x-3x 2

) 6w
F= 3ex2 [1+tg 2[%+6Lxﬂ * 17-2x-3x 2 =

_-m 2(1 Lﬂ 2+6x
6x2 [Htg 12786x)| T (17-2x3x  2). J17-2x3x 2

Por tanto, Dom(f)=Dom(f'). Se trata del intervalo ( -2,73...;2,07...),
excepto x=0 y x=2/(5+12k), con k cZ. En efecto: 1

2 +[4+204 -2+44[13 -1+24[13 x=-2,73...
= 6 = 3 = {

6 x=2,07...

3X242x-17=0 —= x=

2
15 +ax =5 +kn 2, x+2= 6x +12kx = 2=(5+12K)x = X= By{oK

Como el mayor de estos valores, que se obtiene para k=0, es 2/5,
resulta que [1,2] (2/5;2,07...) cDom(f)=Dom(f).
* * %
Como la funcion f satisface las condiciones del teo rema de Lagran-
ge, 3 existe o en el intervalo abierto (1,2) tal que: 4

f( )= —f(Z)-fZ(_ll) = [tg [%+%j +ﬂ - [tg [

—tq & n 2 _1
=19 6+2-tg 4" 2_\/5_\/§+2-1-

- |
I +
= o E]

S
+

R

N

| |
I

En efecto:
1%) f es continua en el cerrado [1,2] por ser derivabl e en Dom(f).
2%) fes derivable en el abierto (1,2) por serlo en Do m(f).

2+1/ /3
1+1/+/3 t

1 El radicando debe ser positivo, x debe ser distint o de Oy el angulo debe pertenecer al
dominio de la tangente.

2 Multiplicamos los dos miembros de la ecuacion por 12x/ =.

3 También podria hacerse el problema probando que la funcion ' cumple las condiciones de
la propiedad de Darboux o que la funcién g(x)=f(x) -1 cumple las del teorema de Bolzano o
que la funcién g(x)=f(x)-x cumple las del teorema d e Ralle.

4 Este calculo es el que habria que hacer en primer lugar para ver si se puede o no aplicar
el teorema de Lagrange.



JUNIO DE 2014. PROBLEMABI.
Dada la matriz A, encuentra todas las matrices B qu

_<1
A=o

Evidentemente, B es una matriz de orden 3

-1
0

e cumplen ABA=A:

)

(2 puntos)

x2:

X U
z w
Por tanto:
_ (1 -1 0) oy (1 -1 0)_(1 -1 Oj
ABATBE =10 o )Y Yylo o 1o o 17
(x-y u-v) (1 -1 Oj_(l -1 Oj
-z w/)lo o 1)7lo o 17
(x-y y-X u-vj_(l -1 Oj
= z -Z w/) \0 O 1) =
x-y=1 (x=1+a
y-x=-1 x=1+y y=a 1+o B
u-v=0 u=v z=0
= 9 2=0 = Yz=0 = 3 u=p =>B=| oo B
-z=0 w=1 v=B 0 1
_1 -
- w=1




JUNIODE 2014. PROBLEMAB2.

Encuentra la ecuacion continua de la recta r que pa sa por el punto P(-1,5,6) y corta a las
rectas:
Xx+z+1=0 xX+1 -2 Z
1= {3x+y-z-8:O y r 2= = % =5 (3 PunTO3
Sean X e Y los puntos de corte de larectarconr 1y r 2, respecti-
vamente: 1
_ [x+z+1=0
Fa= {3x+y-z-8:O

P(-1,5,6)

x+l _y-2 z x=1+ o
rZET:‘L:§ = JYy=2+2a

2
z=2a
El punto P y la recta r 1 determinan el plano n. Como este plano
pertenece al haz de planos de arista la recta r 1, tiene por ecua-
cion: 2

n=a(X+z+1)+b(3x+y-z-8)=0

Como el punto P(-1,5,6) esta en el plano 7, satisface su ecuacion:
a(-1+6+1)+b(-3+5-6-8)=0 = 6a-12b=0 = a=2b =
= 2b(x+z+1)+b(3x+y-z-8)=0 = b(2x+2z+2+3x+y-z-8)=0 %

= m=5Xx+y+z-6=0
Como el punto Y estaden larectar 2
Y(-1+ o,2+2 o,2 o)
Como el punto Y esta en el plano 7, satisface su ecuacion:

5(-1+ a)+2+2 a+2a-6=0 = -5+5 at+2+20+20-6=0 =9 a=9 = o=l =

—> X+1 -5  z-6
Y042 = [PY]=(1,-1,-4) = 2t = =5
1 Otras formas de hacer este ejercicio pueden verse, por ejemplo, en el problema B2 del
examen de selectividad de junio de 2007.
2 Otra forma de obtener la ecuacion de este plano co nsiste en hallar un punto y un vector
direccional de la recta r 1.
3Ya que b #0. Si b=0, entonces a=0; pero ay b no pueden ser s imultaneamente nulos.
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JUNIODE 2014. PROBLEMABS.
Dada la funcidn f(x), demuestra que existe un valor ae(-2,1) tal que f( o)=0. Menciona el
resultado tedrico empleado y justifica su uso:

cos(X 3+2x2+3X
f(X): (_\Im ) (2 PUNTO$
El dominio de la funcién f es R:

-1 +4/1-8
X24+x+2=0 — x= — 2

Derivamos la funcion f:

2x+1
- 2 3 2 . 2 - 3 2  —
(3x 2+4x+3)sen(x 3+2x2+3x): \[X2+x+2-CoS(X 3+2x2+3X) 2 X2

()= X2+X+2

_-2(3x 24+4x+3)(x 2+x+2)sen(x 3+2x2+3x)-(2x+1)-cos(x 3+2x2+3x)

2:(X 24x+2)- A[X2+X+2

Por tanto, Dom(f')=Dom(f)=R.
* % %
Como la funcién f satisface las condiciones del teo rema de Rolle,
existe aen(-2,1) tal que f'( o)=0.
En efecto:

13) f(-2)=f(1):
cos(-8+8-6)  cos(-6) _cos 6

"ft2)= Ja2 o 2 2

. f(1)= cos(1+2+3) cos 6
- Ji+iz | 2
2%) fes continua en [-2,1] por ser derivable en R.
3%) fesderivable en (-2,1) por serlo en R.

cos 6/2

A T
NARRVARL

1 También podria hacerse el problema probando que la funcion f' cumple las condiciones del
teorema de Bolzano.



JUNIO DE 2014. PROBLEMABA.

Dada la funcién f(x), encuentra los dos puntos en g ue corta al eje de abscisas. Calcula el
area de cada una de las dos regiones en que divide esa curva al circulo de centro (0,0) y
radio 2:
f(x)=1- %‘X 2 (3 PunTO$
19) Hallamos los puntos de corte de la grafica de la f uncién y el
eje de abscisas:
y=1-x 2/4 X? X2 5
- 5= = = =+
{yzo =1 770 = 7=1 =>x2=4 = x=£2
29 Como los puntos de corte de la parabola y el circu lo son los
mismos, calculamos el area comprendida entre la gra fica de la fun-
cion y el eje de abscisas: 1

wf? (et [ 5T < B -
.8

R N RS NS R

3°) Como el &rea del circulo es 4 7, las &reas de las dos regiones
son las siguientes:

A=27- % A 2:27'E+%

X2+y2=4

2
y:]_- %-X 2
1 sj se observa la simetria, puede reducirse el calc ulo a la integral entre 0 y 2, multi-
plicando luego por 2 el resultado.
2 como el calculo de una primitiva es trivial, lo ha cemos directamente.



