JUNIODE 2015. PROBLEMAAL.

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y re-

suélvelo en los casos en que es compatible:
ax-y=0
-2ax+a 2y+az=-2a (3 PunTO3
-axt(@a 2-1l)y+(atl)z=-a-2

Aplicamos el método de Gauss:
a -1 0 0 a -1 0 0 ) a -1 0
-2a a2 a|-2a |0 a22 a | -2a 0 a22 a
-a a1 atl|-a-2 0 az-2 atl|-a-2 0 0 1
{a:O
%

a2-2=0 =—a?2=2 = a=t2

0 3
2a | S
a-2

Estudiamos los distintos casos:
19 Sia=- /2, el sistema es incompatible:

By plap](BE 2 2[R 3
1 \/_2 0 0

0
2
-\ﬁ}

o O -~[2-2 o O 0
29 Si a=0, el sistema es compatible indeterminado y | a solucion
depende de un parametro: 6
0 -1 0|0 . 0 -1 0|0 v=0 X=a
o 2 olol’l]lo OOO—){Zy__Z:>y=O
0O 0 1|-2 0O 0 1|-2 - 7=-2

39 Sia= +/2, el sistemaes incompatible:

RENA

e

0
-2
g

0o O 1 \/_ 2 0 0 1322 0o 0 O
49 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
ax-y=0
(a 2-2)y+az=-2a = = (a 2-2)y=-2a-az=-2a-a 2+2a =
z=a-2
-a 2 a? a? a

=YY= az2 7 VT 2az) 7= 237 7 [ 24z

1 2af+2.15f, 33+ 13f,

2 39f-2af,

3 Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incognitas que despe jaremos luego (caso 4°).

4281/ 2.

5 38f+2qf,

6 va gue el nimero de incégnitas menos el niumero de ecuaciones fundamentales es 1.

7 2af.2.15,



JUNIODE 2015. PROBLEMAAZ.

Encuentra la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P(1,-2,3) y corta perpen-
dicularmente a la recta

_ [x+y+z-4=0
' ={3x+y-32-220 (2 Puntoy
PRIMER METODO
Sea s la recta que pasa por P y corta perpendicular mente a la rec-
tar.
Vamos a calcular la ecuacién de la recta s como int erseccion de
dos planos: el plano 7 determinado por el punto Py larectary el
plano ' perpendicular a la recta r que pasa por P:
P(1,-2,3)
[
T |
|
|
|
|
/)
_ _ _[ - r
S
El plano 7 pertenece al haz de planos de arista la recta r. P or
tanto, su ecuacion es:
a(x+y+z-4)+b(3x+y-3z-2)=0
Y como P pertenece a dicho plano, satisface su ecua cion:
a(1-2+3-4)+b(3-2-9-2)=0 =
1
= -2a-10b=0 = a=-5b = -5b(x+y+z-4)+b(3x+y-3z-2)=0 =
= -5X-5y-5z2+20+3x+y-32-2=0 = 2x+4y+8z=18 = n=x+2y+4z=9
Como la recta r viene dada como interseccion de dos planos, los
vectores caracteristicos de dichos planos son perpe ndiculares a r.
Por tanto, su producto vectorial es un vector direc cional de r:
i j K
1 1 1|=-4i +6]-2k’=-2(2i -3j +K)
3 1-3
El plano 7' tiene por vector caracteristico el vector direcci onal
de r. Por tanto, su ecuacion es:
2 1
2x-3y+z+D=0 = 2+6+3+D=0 = D=-11 = r' =2x-3y+z=11
Por tanto, la ecuacion de la recta s es: 3
1 como b #0 (si b fuese 0, entonces a también; pero ay b no pueden ser simultdneamente un-
los), dividimos por b.
2 como el punto P pertenece a este plano, satisface su ecuacion.
3 En lugar de lo que sigue, podria calcularse aqui u n vector direccional de la recta s mul-
tiplicando vectorialmente los vectores caracteristi cos de los dos planos que la definen.

Asi obtendriamos directamente su ecuacién continua.



X+2y+4z=9 ( ‘ } ( ‘ 9}2 (1 2 4 ‘9)
{2x-3y+z:11 - 11 \0 -7 -7 01117

{x+2y+4z=9 {x=9-2y-4z=9-2+22-4z X:Z 2o x7 _yl 2z
y+z=1 = ly=1-z y=l-a —S=57=T1 71
Z=a
SEGUNDO METODO
Otro modo de proceder consiste en calcular un vecto r direccional
des. 3
Hallamos las ecuaciones paramétricas der:
syarzo >3 1502702 6 l0F6 1 3[5)
3x+y-3z-2=0 7 1 -3 0 -2 -6 |-10 5)7
=1+
{x+y+z =4 {x =4-y-7=4-5+3z-7 X_5132 @ Q(-1,5,0)
y+32=5 y=5-3z = P Ve-3,1)
z=a
S
P(1,-2,3)
v=(2,-3,1)
® r
Q(-1,5,0) X
Una forma de obtener un vector direccional de la re cta s es cal-
culando el punto X. En el problema A2 de septiembre de 2009 se ven
distintas formas de hallar dicho punto. Aqui vamos a calcular ese
vector directamente multiplicando vectorialmente do S vectores per-
pendiculares a la recta s, el vector v “yelvector [QP ] AV:
[QP ] Av= -7 3|=2i +4j +8k
2 -3 1
o 5 J K - - - R x-1 y+2 z-3
([QP] AV) Av=|2 4 8|=28i +14] -14k =14(2i +j-k) =>s=—75="F"=73
2 -3 1
1 2sf.2.15,
2 2af.(-1/7).
3 Este también se puede obtener como se ha indicado en la nota 3 de la pagin anterior.
4 2a-3.14f,
S 28f.(-1/2).



JUNIO DE 2015. PROBLEMAAS.
Halla las asintotas de la funcion:
2x2-1
)= Sz (2 PunTO3

19) El dominio de la funcion es (- ©,2) U(2,+ o).

2° Larecta x=2 es asintota vertical de la funcién:

ol = i 2x2-1 _ 7 _
im o f0= lfm, S =g-=
X< X<
] o 2x21 7
Pl g 100= WM S =oe =t
X> X>
39 La recta y=2x+4 es asintota oblicua de la funcién en+ woy- o
PRIMER METODO
o o 2X2-1 1 . 2x2 . :
o k= )I(lm_mof(x)— )I(lg}_m ~37 - )HJFOOT—)I(@]_roo (2x) =+
o f o 2x21 o 2x2 _
*m= l'L“ioo X ‘i'L“ioo X2-2X M X2 ‘l‘ﬂloo 2=2
. . 2x2-1 . 2X2-1-2X 244X
* b= )I(lm_m[f(x)-mx]: )I(lg}_roo ( 72X ): )I(lg}_roo V) =
. 4x-1 3 4x _ _
=M,z = im e =lim, 4=4

SEGUNDO METODO

Como se trata de una funcion racional (cociente de polinomios),
puede hallarse la asintota oblicua del siguiente mo do:
2x 2 -1 X-2
-2X 2+4X 2x+4
4x-1
-4x+8
7
2x2-1 7 . . 7
fX)= —~ 7 =2x+4+ ;5 = | im,_ [f(x)-(2x+4)]= )|(I m_ %2 =0
1ox 2-1~2x 2 y X-2~x en + wyen- oo. También puede hacerse sacando factor comin la max ima po-
tencia de x en el numerador y lo mismo en el denomi nador, simplificando a continuacién. O
por L'Hépital. O haciendo la division. Lo mismo pue de decirse de los dos limites siguien-
tes.
2 ox 2-1~2x 2 yX 2-2Xx~X 2en+ owoyen- oo,
3 4x-1~4x y X-2~xen+ coyen- oo.



JUNIO DE 2015. PROBLEMAAA4.

Dadas las funciones f(x)=sen (gx )cos @x )y g(x)=4-4x 2, encuentra los dos puntos en que se
cortan. Calcula el area de la region del plano ence rrada entre ambas curvas. 3 PunTto$
1°) Resolvemos el sistema que forman las funciones que limitan por
arriba y por abajo la regién cuya area queremos hal lar:
y=sen (E-x)COS (E-x> n n 1 [x=-1
2 27/ =sen <§-x>-COS <§-x>:4-4x 2 S {le
y=4-4x 2
2% Averiguamos entre -1 y 1 qué funcion estd por enci ma y qué

funcién esta por debajo:

x () |9(x)

o] o | 4

3° Calculamos el area:

1 3 2
- Ay 2- z ) (E_ )] =2 4. == =
Aj_l[44x sen(zx cos (zx ) [-dX ax -4- 3 - > 1
4 21 4 21 8 16
=l4-5-=5]-[-4 +5-=5|=8-3=F
( 371 2) ( 371 2) 3773
=sen (5 eos (3
y=sen (35X jcos |7x
1 Esta ecuacion se resuelve a 0jo.
2 calculamos la correspondiente integral indefinida directamente. La integral de los dos
primeros sumandos es inmediata de tipo potencial y la del dltimo, casi inmediata de tipo

potencial.



JUNIODE 2015. PROBLEMABI.

Encuentra los valores de t para los que el determin ante de la matriz A-B vale 0, siendo:

-1
A:G) t gj y B=
0 1+t 3

Como |AB|=|A||B|: |AB|=0 < |A]=0 0 |B|=
Por tanto 1:
2 -1 3
2
|A|: 0 t 2| = 2. ‘ + ‘
0 1+ 3 1+t 3
+ -
2+t -1 0 3 2+t -1
|B|: 1 t 0| =t ‘ 1 i
4 7 t

Por tanto, los valores de t para los que el determi
triz A-B vale O son t=-1, t =0 y t=2.

1 Otro modo de hacer el ejercicio consiste en calcul
que resulta al igualar su determinante a 0.

2 Desarrollamos el determinante por los elementos de
3 Desarrollamos el determinante por los elementos de

+t -1 O
Ly oj
4 7 t

0.

2 =2-(3t-2-2t)=2-(t-2)=0

‘ =t(t 2+2t+1)=t-(t+1)

(2 puntos)

=0 = {tz?]_

nante de la ma-

ar la matriz AB y resolver la ecuacion

la primera columna.
la tercera columna.



JUNIODE 2015. PROBLEMAB2.

Dados los puntos P(1,2,-1), Q(2,-1,1) y R(3,1,2), e ncuentra todos los posibles puntos S

tales que P, Q, Ry S son los vértices de un parale logramo. 3 PunTto$
Si PQ y PR son dos lados del paralelogramo, S=S 1; Si QP y QR son

dos lados del paralelogramo, S=S 2y si RP y RQ son dos lados del pa-

ralelogramo, S=S 3

S,

R(3. 1 2) P@1,2 -1)

Ss
S Q(2,-1,1)
Evidentemente, si S 1(Xx,y,2), como RPQS 1 €s un paralelogramo: 1
2=x-2
— — _
[PRI=[QS ] = (3-1,1-2,2+1)=(x-2,y+1,z-1) — 1-1=y+l = S (4,-2,4)
3=z-1

Como R es el punto medio del segmento S S, 2siS ,(xy,z), tenemos

lo siguiente: 3
X+4 -2 z+4
3=—=%- 1= y2 ;2= —5 = Xx=2;y=4;z=0 = S,(2,4,0)

Como P es el punto medio del segmento S ,S,,4si S L(xy,z), tenemos

lo siguiente: S
X+2 +4 z+0
1=—%- 2= yT; -1= 5~ = x=0; y=0; z=-2 = S3(0,0,-2)

1 Otra forma de obtener S 1 es calculando el punto medio del segmento QR, que, al ser RPQS
un paralelogramo, es también el punto medio del seg mento PS ;.
2va que, como RPQS ; y PQRS , son paralelogramos, RS 1=PQ=RS.
3 Otra forma de calcular S 2 €s repitiendo lo hecho con el punto S 1.
4 va que, como PQRS , y QRPS ;3 son paralelogramos, PS 2=QR=PS.
S Otra forma de calcular S 3 es repitiendo lo hecho con el punto S 1.

-7-

1



JUNIODE 2015. PROBLEMABS3.
Calcula los siguientes limites:

X 2+2x+1\3x1
Iim+w(\]5x2+4x-1- \/5x2-6x) y lim o (W) (2 PunTO3
PRIMER LIMITE :
. 1
lim_ ( /5x2+4x-1- [5x2-6x) =
i (\/5Xx2+4x-1- 1[5x2-6xX)-( 1/5x?+4x-1+ [5x2-6X)
el \/5X2+4x-1+ /5x2-6x -
—1im 5X2+4x-1-5X 2+6X 3 im 10x-1 4
Txote A[BX2+4X-1+ A[BX2-6x  xo+® A[Bx2+4x-1+ A[6Xx2-6x
— lim X-(10-1/x) —im 10-1/x
Cxotm Xe( A[BHAIX-1IX 244[5-6/X)  Xo+o A[G+A/X-1/X  24++[5-6/X
B 10-0 _ 10 _ 5 _
" 4/5+0-0+ 1/5-0 2-45 5‘\/E
SEGUNDO LIMITE:
) X2+2x+1
) x2+2x+1\31 5 lim,, [(3)('1)' ( X2+3 4)}_
)I(Imoo( X243 ) - -
i X2+2x+1-x 2-3 i 2X-2
_ le-oo (3X-1). X2+3 _ le-oo |:(3X_1). X2+3:|_
i 6X 2-6X-2X+2 i 6x2-8x+2 i 6x2 im 6
_ exlm-oo X243 _ exlm-oo X243 6 exlm-oo X2 _ exlm-oo e
1 Multiplicamos y dividimos por la expresion conjuga da.

2 Operamos el numerador.

3 Simplificamos el numerador.

4 sacamos x factor comtn en el numerador y en el den ominador.
SYa gue sale la indeterminacion 1 oo,

6 va que 6x 2-8x+2~6x 2y X 2+3~x2en+ oo.



JUNIODE 2015. PROBLEMABA4.

Demuestra que existen ae(-1,1)y Be(-1,1), o=p, tales que f'( o)=Ff(  B)=0, siendo
3 3
f9=(x +1)e 2. \/ (Dysen  (3x) 3 Punros

Evidentemente, Dom(f)=R.
Calculemos la derivada de f:

F()=3x  2.e m-\a/(x-l)-sen (3x)+

+(x 3+1)-e e (3x+2) 213 .3. \/(x 1)-sen (%-x)+

Hx 3+1)e T, %. (cysen ()] [oenysen (Gx)] =

=3x2.e I3x+2 . \/(X-l)-SGﬂ (gx ) +

+(x 3+1)-e s \/(x 1)-sen %-x)+
JBx+2) 2
Yoz 1 1 s T T
+(x 3+1)-e S T -|sen <§-x)+§-(x-1)-cos <§-x>
\/(x-l) 2.sen 2@«)
Por tanto, Dom(f')=R-{-2/3,1,0,+2,+4...}, ya que en a Ilgun denomina-
dor de f' aparecen 3x+2, x-1 y sen @x ):

sen(3x )=0 < Zx=kn <x=2k conk ez

* % %
Como la funcién f satisface las condiciones del teo rema de Rolle
en el intervalo [0,1], existe ae(0,1) <(-1,1) tal que f( o)=0.

En efecto:
1) f(0)=f(1):
ef(0)=1-e  V2.0=0
ef(l)=2.¢ 5.0=0
2%) fes continua en [0,1] por serlo en R, ya que va:

lim_f()=lim [(x 3+1)-e V32, \S/(X-l)-sen Gxﬂ =

=(a 3+1)-e m-\s/(a-l)-sen @-a)ﬂ(a)

39) fesderivable en (0,1), ya que (0,1) cDom(f).

* % %

Como la funcién f no es derivable en x=-2/3, no es posible repetir
en el intervalo [-1,0] lo hecho en el intervalo [O, 1].



La alternativa consiste en aplicar el teorema de Bo
to es, encontrar entre -2/3 y 0 (o entre -1y -2/3)
en los que f' tenga signos distintos y demostrar qu
en el intervalo cerrado definido por dichos puntos.
Como la funcion f' satisface las condiciones del te
no en el intervalo [-1/2,-1/10], existe

que f'( p)=0:
1% f'(-1/2)-f'(-1/10)<O0:
o '(-1/2) ~3,3524
o f'(-1/10) ~-5,2728

2%) f' es continua en [-1/2,-1/10]:
e [-1/2,-1/10] cDom(f")
eSia ¢[-1/2,-1/10]:

Ilzano a f', es-
dos valores de x
e f' es continua
Veamosilo.
orema de Bolza-
Be(-1/2,-1/10) (-1,1) tal

lim f(x)= lim [3x2-e 3“3"+2-\/(X-1)-
X—-a X—-a

sen (%-x)+. J =

=3a2.e V372, \S/(a-l)-sen G-a)#.; f'(a)

1 por su longitud, no escribimos la derivada de f co mpleta.

-10-



