SISTEMAS Y MATRICES LECCION 15

indice: La ecuacién matricial A-X=I. Célculo de la matriz inversa.
Caracterizacion de las matrices invertibles. Proble mas.

1.- La ecuacién matricial A-X=I

Es facil ver que si A es una matriz cuadrada de ord ennelesla
matriz unidad del mismo orden, entonces rg(A|l)=n. La razon es que
se pueden hacer 0 todos los elementos de la matriz A mediante trans-
formaciones elementales de columnas.

Por ejemplo:

5-3|11 0y2/0 0|1 020 0|1 Oy3(/1 O
(2 1]0 1)~(2 1]0 1)~(o 0|0 1)~(o 1) =g (2 1 o 1>=2
* ko

Al resolver por el método de Gauss-Jordan la ecuaci 6n matricial
A-X=l, donde A y X son matrices cuadradas de orden neleslama-
triz unidad del mismo orden, sélo pueden presentars e dos casos, ya

gue, como acabamos de ver, rg(A|l)=n: 4

19) rg(A)=rg(All)=n

29 rg(A) #rg(All)=n

En el primer caso, la ecuacion A-X=I es compatible determinada; y
en el segundo, incompatible.

2.- Célculo de la matriz inversa

Sean Ay B dos matrices cuadradas de ordenne |, | a matriz unidad
del mismo orden. Si mediante transformaciones eleme ntales de filas
se puede pasar de la matriz (A|l) a la matriz (1|B) , también se po-

dré pasar de la matriz (B|l) a la matriz (1|A).
Veamoslo con un ejemplo:

an= (3700 16217 0)* 0201 o)* (o 23 o Fue

Si invertimos esta cadena de equivalencias aplicand 0 en cada paso
la correspondiente transformacion elemental recipro ca, ° tenemos:

1 13c-5.33¢c; 2ac+3-32c.

2 1ac-2.43c; 23c-43c.

3 Eliminamos las dos primeras columnas.

4 Como rg(A|l)=n, evidentemente no puede darse el ca so de que rg(A)=rg(A|l)=r<n, esto es,
la ecuacién A-X=I no puede ser compatible indetermi nada. Ver la conclusién del apartado 2
de la leccion SM-12.

5 1af 28,

® 12+2.22f,

7 128f.1/3; 23f.(-1/2).

8 Recuerda que las transformaciones elementales son reversibles.



(Bl)= (_12//23 163 é (D'l‘(z 1|3 0)3(0 1|3 4)3(1 0|0 -2

1 olo 2)~ 1 ojo-2) o 1|3 4F(A
* * %

Si Ay B son dos matrices cuadradas de orden n e | es la matriz
unidad del mismo orden:

A-B=l = B-A=l

En efecto:

Si A-B=I, entonces la ecuacion matricial A-X=I es ¢ ompatible de-
terminada y B es su solucion (pues la satisface); p or tanto, al re-
solver dicha ecuacion por el método de Gauss-Jordan resultara que
(AID~(1|B); pero entonces, como acabamos de ver, ( B|l)~(l|A); lo
gue significa que A es la solucién de la ecuacién m atricial B-X=l vy,
en consecuencia, B-A=I. 4

* % %

Por tanto, para averiguar si una matriz cuadrada A es invertible o
no y, en caso afirmativo, calcular su inversa, lo q ue haremos sera
resolver por el método de Gauss-Jordan la ecuacion matricial A-X=I:

¢ Si es incompatible, entonces A no tiene inversa, y a que no exis-
te B tal que A-B=I.

e Si es compatible y B es la solucion, entonces A-B= I; pero enton-
ces, como acabamos de ver, B-A=l; lo que significa qgue A es inverti-
bley qgue B=A  -1;esto es:

(AID~(1|B) = B=A"1
* % *

Calculemos, por ejemplo, la inversa de la matriz A:
_(2-2)5(2-210)6(2-2 10)7(6-6‘30)8
AM2 1)~ 12 10 )" o 3/-1 1)~ o 3|1 1)~

(0 34 170 14 18)-ar=(1s 1)

Comprobemos el resultado:

1 18f.3 y 29f.(-2).

2 12f-2.22f,

303t 14,

* Esto significa que no serd necesario probar que A. B=I y que B-A=I para poder asegurar
que la inversa de A es B (y que la inversa de B es A), sino que bastara con probar uno

solo de dichos productos.
5 Resolvemos la ecuacion matricial A-X=l.
6 ~af_1a;
23f-13f,
7 14f.3,
8 1af+2.24f,
9 18f.1/6; 23f.1/3.
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Calculemos ahora la inversa de la matriz B:

B:(-zl -36) E (-21 -36 é 2) = @ _30 % 2)

Como la ecuacion B-X=I es incompatible, B no tiene inversa.
* % %
Si A, X'y B son matrices cuadradas de orden ny A e s invertible,
se puede despejar X en las ecuaciones matriciales A -X=B y X-A=B mul-
tiplicando ambos miembros por A -1 (por la izquierda en la primera y

por la derecha en la segunda):

AX=B = A1.AX=A1.B = I-X=A 1.B = X=A-1.B
X-A=B = X-A-A '1=B-A1l = XI=B-A 1 = X=B-A-1

3.- Caracterizacion de las matrices invertibles

Si A es una matriz cuadrada de orden n:

A es invertible < rg(A)=n

En efecto:

e Si A es invertible, entonces rg(A)=n; pues si rg(A ) #n, la ecua-
cion matricial A-X=I, donde | es la matriz unidad d e orden n, seria
incompatible y, por tanto, A no tendria inversa.

e Si rg(A)=n, la ecuacién matricial A-X=I, donde | e s la matriz
unidad de orden n, es compatible. Por tanto, A es i nvertible.

4.- Problemas

1) Calcula, si existe, la inversa de las matrices:

23 12 20
3 (54) D (34) 9 (01)
d) (4 1 ) ) (sen a -Cos a) f) (]j i g }
02 CoS a sen a 001
101 -1 3-2 2 0 1
9) [111 } h) [-1-41 } DEE! 1-4}
203 0 5-2 3 7 -3
1 1 -1 527 100
; [1 0 1} . [426} b om}
3 1 O 236 004
! Resolvemos la ecuacion matricial B-X=l.
2 2af+2.13f,
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1 4 -2 324

m) 3 1 1} n) 415} 1))
-2 3 4 142
341 1 2 -1

0) 214} P) 3 8 2} o))
452 4 9 -1
1111 1110
12 3-4 1111

D 12345 S) 11000 Y
3-4-58 1100

2) Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales ayu
matriz inversa: !

oONO
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dandote de la

25 4 -6 1-2 1-1 2
a) (13)*:(2 1 ) b) (2 -3 )'X:(z 1 3)
120 1 4 2 1-1 1 34 -2 -1
¢) [012 |x=|3 5 1} d |1 0 1|x=(25-2 1
213 7 -2 1 2 1 1 28-3 3
1 4 2 120
e) X- @ % ):(i? ) ) [3 5 1}=X- £o12 }
7 -2 1 213
3) Ayudandote de la matriz inversa, resuelve la ecuac i6n AX=X+I,
donde A es la siguiente matriz:
2 0 1
A:[O -1 1}
1 1 2
4) SiA= @ @ B= G’ j)yc: @ _11), halla X si A-X-B=C.
5) Despeja X e indica en cada caso qué se requiere pa ra poderlo ha-
cer:
a) A-X+B=C b) X-A+X-B=C c) A-X=X+B
d) A-X-B=C e) X-A+2-X=B f) A-X=B-X

6) Resuelve la ecuacion A-X=B-B', done A y B son las
matrices:

A:@ -21) B=

7) Si A es una matriz cuadraday A

8) Si A es una matriz cuadrada y A
vertible y calcula su inversa en funcion de A.
9) Si (B+A)
matriz B.

! Evidentemente, es preferible resolverlas directame
SM-12.

G4 2

2=A+l, ¢es Ainvertible?

siguientes

2-3A=-2I, demuestra que A es in-

2=B2+B-A+l, demuestra que A es invertible y despeja la

nte como lo haciamos en la leccion

SM-15



