SISTEMAS Y MATRICES LECCION 7
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1.- Suma de matrices

Si A=(a )y B=(b ) son dos matrices de orden m xn, se llama suma
de las matrices A y B, y se representa por A+B o (a i )¥(b ), ala
matriz de orden m xn(@ i +by ). *

Por ejemplo:

2.- Propiedades de la suma de matrices

12) Asociativa: si A=(a i ), B=(b )y C=(c ) son tres matrices del
mismo orden, entonces A+[B+C]=[A+B]+C.
En efecto: 2

4

AHBHCIE@ )b 4 )*E 1= @ 3 )b +ci )= @y +by oy )=
=(la § +by e )= (@ 5 +by )+ §)= [@ 3 )+b §)IHC j )=ABJ+C
22) Conmutativa: si A=(a i )y B=(b ) son dos matrices del mismo or-

den, entonces A+B=B+A.
En efecto:

A+B=(aj )+(b j ):3 (@ j *bj ):5 (b i +aj ):3 (b j)+(@ j )=B+A

32) El elemento neutro de la suma de matrices de orden mxn es la
matriz nula de orden m xNn: si A es una matriz de orden m xn, entonces
A+0=A.

En efecto:

A+0=(a; )H(0)= (@ +0)= (a ;)=A

48) Toda matriz tiene opuesta: si A=(a i ) €S una matriz cualquiera,
Su matriz opuesta , que designaremos por —A o -(a i ), es(-a i )
! Esto es, a la matriz cuyo elemento ij-ésimo es la suma de los elementos ij-ésimos de
las matrices Ay B.
2 En las demostraciones de esta leccién reservamos | 0s paréntesis para las matrices.
Cuando sea necesario su uso, utilizaremos en su lug ar corchetes. Si se tiene alguna
dificultad en seguir estas demostraciones, se puede n ver repetidas con matrices de orden

2x3 en el anexo.
% Por la definicién de suma de matrices.

* Por la propiedad asociativa de la suma de nimeros reales.
® Por la propiedad conmutativa de la suma de nimeros reales.
® Por la propiedad del elemento neutro de la suma de nameros reales.



En efecto:

At[Al=(@ §)+a )= (@ +a )= (0)=0

* * %
Se puede definir una nueva operacion: la resta . Restar dos matri-
ces es sumar a la primera la opuesta de la segunda: A-B=A+[-B]. Una
consecuencia de esta definicion es que para restar dos matrices se

restan elemento a elemento:

AB= AHBIE@ )G )= (@ )b )= @ 4D s D= @y by)

3.- Producto de una matriz por un namero real

Si A=(a j ) es una matriz de orden m XNy o es un numero real, se
lama producto de la matriz A por el nimero real o, y se escribe oA
o a-(a ), alamatrizde orden m xn( a-ajy). ®

Por ejemplo:

2: @ -16 g):@ ;L22 160)

4.- Propiedades del producto de una matriz por un n umero real

12) Si o es un numero real y A=(a i )y B=(b ) son dos matrices del
mismo orden, entonces o-[A+B]=  o-A+a-B.

En efecto:

wlA*BI= al@ j)+b )= a@y+by)= (alaj+by])="
=(ovay +ob )= (aay ) aby)= @) b )= aA+oB

22) Si oy P sonnameros realesy A=(a i ) €S una matriz cualquiera,
entonces|[ at+f]-A= o-A+B-A.
En efecto:

[o+B]-A=] atBl@ )= ([ o+Bla ;)= (oa;+pay)=
=(aay ) Bag)= o )+B@ )z aArpA

! Por la definicion de suma de matrices.

2 por la propiedad del elemento opuesto de la suma d € nameros reales.
% Por la definicién de resta de matrices.

* Por la definicién de matriz opuesta.

5 Por la definicién de resta de nimeros reales.

® Esto es, a la matriz cuyo elemento ij-ésimo es el producto del namero real o por el
elemento ij-ésimos de la matriz A.

" Por la definicién de producto de una matriz por un namero real.

8 Por la propiedad distributiva de los nimeros reale S.
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32) Si  ay B sonnumeros realesy A=(a i ) €S una matriz cualquiera,
entonces|[ o- B]-A= o[ B-A].
En efecto:

1

[o- BI-A=[ o B]-(a i )fl ([ o B]a j ):2 (o[ Bajl)=
=o-( Baj)= o B(ai)l= o B-A]

42) SiA=(a j ) es una matriz cualquiera, entonces 1-A=A.

En efecto:
1 3
1-A=1-(a )= (la )= (aj)=A
* % %
Estas operaciones permiten escribir de una tercera forma, llamada
expresion vectorial , la solucion general de un sistema de ecuaciones
lineales.
Supongamos, por ejemplo, que la expresion paramétri ca de la solu-
cion de un sistema de ecuaciones lineales es la sig uiente:
x=3-2 a+3f
y=a
z=p

Entonces su expresion vectorial es:
X\ (3 -2 3
[y}:[O}ﬂx. [ 1}+B. [O}
z) \0 0 1

5.- Problemas

1) Determina la matriz Aen cada uno de los siguiente S casos:
1 O
53 1 156-1 621
i 14-A=3 [G 631 " 010 1 +6'@310 )
-5-6 63 1 1 O 0 -6 03
c) A-2 31 231 010 |2.]102
453 43 2 001 -1-20

2) Halla las matrices X e Y que verifican el sistema:

a) 2-X+Y= @ g) X-Y= G _10)

! Por la definicién de producto de una matriz por un namero real.
2 Por la propiedad asociativa del producto de niimero s reales.
% Por la propiedad del elemento neutro del producto de ndmeros reales.
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1 0 1 2 -1 1
¢) 2X-3Y= | 3 1 -1[3X+4Y= |0 1 3

2 1 0 2 -2 1
6.- Anexo
Para ver mas claramente las demostraciones de las p ropiedades de
la suma de matrices y del producto de una matriz po r un nimero real,
las repetimos aqui para el caso en el que las matri ces A, By C son

de orden 2 x3.
a) Propiedades de la suma de matrices:

12) Asociativa: A+[B+C]=[A+B]+C.

a1 a al3) |:(bll b1, bl3) (Cll C12 Cl3):| 1 (all ai al3)
+[B+C]= + + = +
A+[B+C] (a21 dzz Aoz D21 b2y b2s)"\C21 C22 Cos dz1 A2 Az
+(bll+cll D12+C1o Di3t+Caz) 1 (A +[b 11+C11] @+[b 12+C1o] @z+[b 13+C13] ) 2
b

21+C21 D22+Co Do3+Cog = az+[b 21+C21] a@xmt[b 22+C22] azst[b 23+C2s]

_([a 21+D21]+C 21 [@ 22+D22]+C 22 [@ 23+b2s]+C 23)_ az+by axntby axtbas
C11 C1 Cl3) 1 |:(all ai al3) (bll b1, bl3):| (Cll C12 Cl3)
+ = + + =[A+B]+
(C21 Co2 Co3 Az1 Az azs) \ba1 b2 by C21 C22 Co23 [A+B]+C
22) Conmutativa: A+B=B+A.

a1 a al3) (bll b1, bl3) 1 (all+bll at+bis al3+bl3) 3
+
Az1 Az azs) \ba1 b2 by az+by axntby axtbas

_([a 11tb11]+C 11 [@ 12tb12]+C 12 [A 13+big]+C 13) L (all+bll at+bis al3+bl3)

A+B

_(biitain bipta, bizgtass) 1 11 b2 bi3) (@ ap ais)
= = + =B+A
boi+az baptaz bastass D21 b2 bos)"\a21 @z azs

32) Elemento neutro: A+0=A.

A+O_(all ai 313)+(0 0 0) 1 (a11+0 a+0 813+0) 4 (all ai 813)_
@21 Az ax/) \0 0 0)7 \az+0 ax+0 ax+0)™ a1 az az/~

42) Elemento opuesto: A+[-A]=0.

dil aiz 313) (‘a 11 - 12 -a 13) 1
+[-Al= + =
A+[-A] (a21 A2 Azz/ \~d21 -A 22 -A23
_(all+['a 11] awt[-a 12] ast[-a 13] ) 5 (0 0 0)_0
ant[-a 2] axt[-a 2] azt[-a 23] 00O
* * %
! Por la definicién de suma de matrices.
2 por la propiedad asociativa de la suma de nimeros reales.
3 Por la propiedad conmutativa de la suma de nimeros reales.
* Por la propiedad del elemento neutro de la suma de nameros reales.
5 Por la propiedad del elemento opuesto de la suma d € nameros reales.
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b) Propiedades del producto de una matriz por un nime ro real:
12) o-[A+B]= o-A+a-B.

_ a1 A ais 11 b1z big\] 12 antbi; aptbi, astbis) 2
a[A+B]= o |:(a21 az 8-23)+G))21 b2, bzsﬂ o (a21+b21 az+by azs+b23)
:(OC'[a 11t+b1] o-[a 12+bi2] ofa 13+b13]j:3
a-[a 21+bo1] o-[a 22tban] o-[a 23t+bas]

_(oc-a unto-b i a-apptob i, o-aztab 13) 1

B a-a o to-b o1 ora otorb o oa aztab o
_ (a1 a-a 2 oAz + ab abi abiz) 2
o-ad 2 Oo-do O-a 23 a-b 21 a-b 22 a-b 23

o (all ai 813)+ o @11 b1, B;z): A+ 0B

dz1 A2 Ag3 21 D22

22) [ atB]-A= o-A+B-A.
_ dil a1z aiz) 2 [OH'B]'a 11 [OH'B]'a 1 [O(.+B]'a 13] 3
[ a+B]-A=[ o+B]- (au azz azz)‘ [[ a+pl-a a1 [o+Bl-a 22 [ oa+p]-a Zj‘

_(Ot'a ntp-an o-aptfa aaiztf-a 13) 1
oatfBrag o-antfax aaxstfals

_(Ot'a 11 o-a 12 o-a 13)_{?'3 11 Ba Ba 13) 2

a2 O-a2 Oo-azs ‘Ao Braz Bas

_ dix Az ais dixl a2 aiz)_
—a (a21 az» 823)+B' (a21 az» azs)_ oA+ B-A
32) [ o BI'A= o[ B-A]l

_ a;n A az) 2 ([o-Pla 11 [a-Bl-a 12 [a B]l-a 13) 4
Low BIA=L o Bl (aﬂ a22 a23) [[OC' Bl-a 212 [a-PBl-a 22 [a- P]a 23j_

_[OC'[ B-au] o Ba] of B-a 13])_2

o[ Baau]l af Baz] of Bazs]l)
_ (Bau Baw Ba)2 ann an as\|
_a'[ﬁ-a 21 Bra 22 B-a 23_ & [B'(au azz azzﬂ_a'[ B-Al
4a) 1.A=A.
En efecto:

- T \@21 ax az/)

a1 a al3) 2 (1'3 11 lap la 13) 5 (all ai 813)_

1-A=1- (a21 dzz Aoz - la 21 1-a 2 1-a 23 =

! Por la definicion de suma de matrices.

2 por la definicién de producto de una matriz por un namero real.

3 Por la propiedad distributiva de los nimeros reale S.

* Por la propiedad asociativa del producto de niimero s reales.

® Por la propiedad del elemento neutro del producto de ndmeros reales.
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