SISTEMAS Y MATRICES LECCION 8

indice: Producto de matrices. Propiedades del produ cto de matrices.
Problemas.

1.- Producto de matrices

a) El producto de una matriz fila de orden 1 XN por una matriz
columna de orden n x1 es una matriz cuadrada de orden 1 que se obtie-
ne de la siguiente manera:

X1

X2
(alaz an)' :(a 1°X 1+azX >+...+a-X n)

X
Por ejemplo:
3
(015)- -72 =(0-3+1:(-7)+5-2)=(3)
* * %
Una ecuacion lineal a 1'X 1+az-X »+...+&-X n=C puede escribirse como una

ecuacion matricial de la siguiente forma:
X1

(@ras..an): XZ =(c)

X
Por ejemplo, la ecuacion 3x-2y+z=8 puede escribirse asi:
X
(3-2 1) Y =(8)
z
b) El producto de una matriz de orden m XN por una matriz columna
de orden n x1 es una matriz columna de orden m x1 que se obtiene de la
siguiente forma:
ai; a2 ...an X1 ai1-X 1tae-X 2+...+anX g
@21 @22 ... | [ Xz |_| 21X 1taz X 2t+...+@n X q
Por ejemplo:
(3 1 2) 2 _(3-2-1-3+2-(-1) )_(1)
1 2 5/ 1 ~\ 1-:2+2-3+5-(-1) —\3
* * %
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognita S puede es-
cribirse como una ecuacién matricial de la forma A- X=C, donde A es
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la matriz de coeficientes del sistema; X, la matriz columna de las

incégnitas y C, la matriz columna de los términos i ndependientes:
ai1-X 1tae-X 2+...+anX n=C1 ai a2 ...Aan X1 Ci1
X p+agX 2*...+a@n X =
BT A Il o M = IS Y0 e
Por ejemplo:
2x-y+3z=4 (2 -1 3) X _(4)
xy=8 | 71 -1 0/ 32/‘8
* * %

Para resolver un sistema como el anterior por el mé todo de Gauss

hemos utilizado la matriz A|C, llamada matriz ampliada
ail di2 ...aAin | C1
e I
am]_ am2 ...amn C

c) SiA=(a j)yB=(b ) son dos matrices de érdenes m xnyn xp, res-
pectivamente, se llama producto de las matrices Ay B, y se escribe
A-Bo(a j)(b j),alamatrizde orden m xp (@ i -bg+ap-by+..+a by) *

* * %
Por ejemplo:
_(—1 2) (4 6)_(—1-4+2-2 -1-6+2-3 )_(O O)
AB=(1 2 /)2 3Fl 1422 1623 oo

Observa que, si el producto de dos matrices es 0, e llo no implica
gue una de ellas deba ser 0.

Si calculamos B-A, se comprueba que el producto de matrices no es
conmutativo:

_(4 6) (—1 2)_(4-(-1)+6-1 4.2+6-(-2) )_(2 -4)
BA=lo 3) (1 272(1)+3-1  22+3.(2) U -2
Si A es una matriz de orden m xn y B es una matriz de orden n xp,

con m #p, solo tiene sentido el producto A-B:

13 1
(o3 1) [_10 “ _1012(_31 n o1

! Esto es, a la matriz cuyo elemento ij-ésimo es la suma de los productos de los
elementos de la fila i-ésima de A por los correspon dientes elementos de la columna j-
ésima de B, ambas de n elementos al ser A una matri zde orden m xny B una matriz de orden
nxp. (En lo que sigue simplificaremos diciendo que el elemento ij-ésimo se obtiene
multiplicando la i-ésima fila de A por la j-ésima c olumna de B.)
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2.- Propiedades del producto de matrices .

1%) Asociativa: si A, B 'y C son tres matrices de 6rden
y p xq, respectivamente, entonces [A-B]-C=A:[B-C].
2%) Distributiva:
e Si A es una matriz de orden m
orden n xp, entonces A:[B+C]=A-B+A-C.
e Si Ay B son dos matrices de orden m
orden n xp, entonces [A+B]-C=A.-C+B-C.
3%) El elemento neutro del producto de matrices cuadra
n es la matriz unidad de orden n: si A es una matri
orden n e | es la matriz unidad del mismo orden, A-
42 Sites un numero real y Ay B son dos matrices de
y n xp, respectivamente, entonces: [t-A]-B=t-[A-B]=A-[t:

3.- Problemas

1) Escribe los siguientes sistemas de ecuaciones en f

cién matricial:
-3x-8y+5z=0 %X-3)_/z6
) \x+7y-5z=4 b o
5x+2y=-3

2) Escribe las siguientes ecuaciones matriciales en f
de ecuaciones lineales:

-3 0 51 X
1 4 7 5
[-1 2 6)\z) 3 (3 1 0) 7 (4)
3) Realiza, si es posible, los siguientes productos d
11 342
1-11-1 4-23
a) [11}'(-1 111 )b [‘579 }'(1-72 )
3-24
111 100 f
d) [011}[110} e) (2-134) 5
001 )\111 1
4) Si A= @ g ) calcula:

a) %(A 2+21) b) AZ2-7A+2]

! Las demostraciones de estas propiedades se veran e
2 Si A es una matriz de orden m
la izquierda y la matriz unidad de orden n, el elem
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esmxn, n xp

xn, y las matrices B y C son de

xn 'y C es una matriz de

das de orden
z cuadrada de
I=I-A=A. ?
ordenes m xn
B].

orma de ecua-

3X-y+8z+t=-2

X-3y+2z+7t=0
€) 2X-y-z+3t=-1

2Xx-y-3z-2t=5

orma de sistema

0 3 1
2 -1 x)_ 0
€ | s O'(y‘-S
0 -2 -2

e matrices:
423 342
o (173 J|879
3-24

100 111
f [110}[011}
111 001

n la proxima leccion.
xn, la matriz unidad de orden m es el elemento neutr
ento neutro por la derecha.

o por
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-120 Oxy
5) SiA= [101 }yB: [002 },halla:

011 000
a) A3-7TA 2+5A+4] b) B3-B2
0 z-y
6) Six 2+y2+z2=1yM= |-z 0 X , calcula:
y-x 0
a) M2 b) P=M2+| c) P-M d) P2
7) Si A es una matriz idempotente, ! prueba que la matriz B=2A-l cum-
ple la condicion B 2=,

8) Prueba que la siguiente matriz es idempotente:

1 0 1
[O 1 1}
0O 0 O

9) Prueba que la siguiente matriz es periddica, 2y calcula su perio-
do:
4 4 1 -1 -2 -2
a) -3 -3 -1 b) | 1 2 1
0O 1-1 0 -1 -1

10) Prueba que la siguiente matriz es involutiva:

(3 9

11) Prueba que la siguiente matriz es nilpotente, * 'y calcula su or-
den:
1 5 -2
1 2 -1
3 6 -3
. 21 .
12) SiA= (1 2 ) halla los nimeros p y g de modo que A 2+pA+ql=0.

13) Calcula X 2+Y2 si X e Y son las matrices solucion del siguiente
sistema de ecuaciones matriciales:

18 34
4X-3Y= (_3 -1 ), 2X+Y= (1 -1 )

14) Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales:

42 42 1-1 00
a) X (5 3 )-(5 3 )'X b) X: (—1 1 )-(o o)
10) G207 ) (o) 9 G )G5GY)

© o)z, fuz/)lo )zt ) a3 et
! La matriz cuadrada A es idempotente si A 2=A.
2 La matriz cuadrada A es periédica  de periodo n si A n*1=A 'y n es el menor nimero natural
distinto de cero que verifica dicha igualdad.
% La matriz cuadrada A es involutiva SiA 2=
* La matriz cuadrada A es nilpotente de ordennsi A m1=0y A n#0.
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9 (o2 (02 D (02)%=(00
1
9) (2-10):X=(0) | 2

) (o hxex (o 7)

15) Calcula el elemento neutro por la izquierda y el e lemento neutro
por la derecha de las siguientes matrices. Comprueb a el resultado:
0 1 5
(O 1 -3 8) b 1-2 O
a 12 0 -1 ) |3 0 1
1 1-1
16) Si A, By C son las siguientes matrices, calcula | 0s productos

A-B, B-C, [A-B]-C y A-[B-C]:

0O 8 0O 1 -1 O
A:[l -1} B= (-21 _23 _10) C:[ 1 0 0 4}

2 5 2 -2 2 -1
17) Si A, By C son las siguientes matrices, halla A-B , A-C, A-[B+C]
y A-B+A.C:
0O 6 0 -2
A:(_ll 2 _31) B= [—2 -7} C= [—2 -1}
1 1 1 3
18) Si A, By C son las siguientes matrices, halla A-C , B-C, [A+B]-.C
y A-C+B-C:
AZ{'ll g} B= [‘21 g} c=(53 0% ?1)
3 -2 3 -1
19) Si A y B son las siguientes matrices, halla | A, Al 5,1 2By
B-1 , (I . eslamatriz cuadrada de orden n):
A:[ 53 %} 8= (-23 _12)
0 2
20) Si Ay B son las siguientes matrices, calcula los productos A-B,

[2-A]'B, A-[2:B] y 2-[A-B]:

2 -3
1 4 3
A= 0 -5 =
0] e (240
21) Comprueba que (A+B)  2=A2+B2 si:

23) 8= aa)
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