SISTEMAS Y MATRICES LECCION 4
indice: Sistemas con parametro. Problemas.

1.- Sistemas con parametro

Son sistemas en los que algunos coeficientes y térm inos indepen-
dientes dependen de un parametro. ! Se trata, pues, de resolver, no
un sistema, sino infinitos sistemas a la vez, uno p or cada valor del
parametro.
Por ejemplo, resolvamos el siguiente sistema:
ax-2y+z=1
x-2ay+z=-2
x-2y+az=1

Aplicamos el método de Gauss:

La-z 11}2£1-2 al}?’[l -2 a 1}4
1-2a 1|-2 | ~|1-2a 1|2 |~ 1|0 222 1a|-3 |~
1 -2 all a-2 1|1 0 2a-2 1-a?|l-a
1 -2 a 1 . 2-2a=0 = 2a=2 = a=1
~ |0 2-2a l-a -3 -1 +4/1+8  -143
[O 0 2-a-a 2|-2-a } a2+a-2=0 — a= 2 ==H = a=-2, a=1

Estudiamos los distintos casos:

19 Sia=-2, ° el sistema es compatible indeterminado y la soluci on
depende de un parametro:
é é -23 é ! (1 2 211 — x-2y-2z=1 =z=-12y =
217 0 2 1|1 2y+z=-1 -
00 0f0 y
x=-1-2 o
= X=1+2y+22=1+2y-2-4y=-1-2y = y=a
z=-1-2 o
29 Sia=1, ¢ el sistema es incompatible: 8
1-2 111
0O 0 0|-3
0O 0 0]-3
! Pueden también depender de mas de un parametro. Aq ui nos reduciremos al estudio de los
sistemas que dependen de un parametro.
21af 39,
3 paf-1af; 3af-a.14f.
* 3af+22f,
® Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incégnitas que despe jaremos luego (caso 3°).
® Sustituimos el valor de a en el sistema escalonado que hemos obtenido (no en el de
Eartida).
223f-1/3; eliminamos la ultima fila.
8 No es necesario calcular el sistema escalonado par a verlo.



39 En los demas casos el sistema es compatible determ inado:

x-2y+az=1
_ -2-a -(a+2) 1
(2-2a)y+(1-a)z=-3 2 2= — . = b= = =
(2-a-a 2)z=-2-a 2-2a-a (a+2)(a-1) a-1
1 3 -2 1
= (2-2a)y=-3+(a-1)z=-3+(a-1)- a1 —3tl=2 =y= 2@ TV a1l &
2 a _al+2-a 1
= x=1+2y-az=1+ 2l a2l - al = K=
* * %
Por ejemplo, resolvamos el siguiente sistema:
mx+y+z=m
mMx+my+méz=m
mx+my+riz=m
Aplicamos el método de Gauss:
m1l 1 , (M 1 1 5 (M 1 1 6
mn mm ~/0 n-1 nm-10/~ |0 m-1 n¥l|0]|~
m m n? 0O ml1 n1]|0 O nm-1 nt-1]0
m 1 1 , m=0
~ |0 m-1 me-1 O] > {m-1=0 => m=1
0 0 -m(mz21) |0 -m(m2-1)=0 = m=0, m=+1

Estudiamos los distintos casos:
1°) Si m=-1, el sistema es compatible indeterminado y la solucién
depende de un parametro:

101 141 _ x=1+o
02 0/ 0| 5 {-)Z(;ZSZ_ . =y=0 = x=l+y+z=1+z = ¢¥y=0
0O 0 0] O z=q.
29 Si m=0, el sistema es compatible indeterminado y | a solucion

depende de dos parametros: 9

! Recuerda que para cada valor de a estamos resolvie ndo un sistema distinto; por ejemplo,
cuando a=2, la solucion es x=1, y=1, z=1. Por tanto , cuando a=2, el sistema es compatible
determinado. Y lo mismo sucede con los demas valore s de a, excepto a=-2 y a=1. No se
confunda, pues, el parametro de que depende el sist ema con los parametros de que depende
la solucion.

2 Como a no es ni 1 ni -2, podemos despejar z.
3 Como a #1, podemos despejar y.
4 paf-1af; 3af-1af,

°23f >3f,
5 3af-(m+1)-23f.

Como no se puede dividir por cero, tenemos que cal cular los valores del parametro que
anulan los coeficientes de las incégnitas que despe jaremos luego (caso 4°).
8 Escribimos directamente el sistema escalonado.
° Observa que la variable x puede tomar cualquier va lor, pues todos sus coeficientes son
0.
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0O 0 O

0 1 1
[O -1 -1
0

0 X=a
1 (0 1 1|0)2
O} ~ (O 0 0 O) —> y+Z:0 =>y=z = Y= B

z=p
39 Si m=1, el sistema es compatible indeterminado vy | a solucion
depende de dos parametros:
1 1 11y | x=1- a-f
0 0 010 Sx+ty+z=1 =x=l-y-z = Jy=a
0 0 0/0 7=
4°) En los demas casos el sistema es compatible determ inado:
mx+y+z=m
(m-1)y+(m 2-1)z=0 ; — = m-1)y=0 = p=0] = mx=m =
-m(m2-1)z=0
* % %
Conviene conocer otras formas de resolver este mism 0 sistema que
pueden servir en la resolucion de otros sistemas se mejantes: 3
19)
m1l 1 m 1 1 , (M 1 1 5
m n? n? ~/10 m-1 1|0~ |0 ml1 (m2-1)(1-m) |0]| ~
m m n? 0O m-1 n%1|0 0 m-1 ne-1 0

m 1 1
~ [O m-1  (m2-1)(1-m)
0O O m(n#-1)

m=0
(T] — {m-lzo => m=1
0 m(m?-1)=0 = m=0, m=#1

El estudio de los distintos casos es igual que ante S.

2%)
X z y
m1l 1 m 1 1 s (M 1 1 5
m n? n? ~/10 m-1 nm-1|0|~ |0 n-1 n¥l1 | 0|~
m m n? 0O ml1 n1]|0 O m-1 m-1|0
X z y
m 1 1 m=0
~ 10 nm-1 n¥-1l 0| -5 ¢n?-1=0 => m2=1 = m=%1
0 0 mn¥0 m-mt=0 = m(1-m)=0 = m=0, m=1
Al estudiar los distintos casos hay que tener cuida do a la hora de
escribir las ecuaciones, ya que hemos cambiado de p osicion las dos
1 Como el sistema no es escalonado, aplicamos Gauss: 23f+123f; eliminamos la 33f.
2 Escribimos directamente el sistema escalonado.
% No justificamos el primer paso, pues coincide con el dado antes.
* 22f-m- 32f.
> 3af-22f,
6 2ac «»3%. Esto supone un cambio de posicién de las incdg nitas y y z, que conviene sefia-
lar como hemos hecho, pues, de lo contrario, se cor re el peligro de olvidarlo luego; por
eso no es recomendable esta alternativa, salvo que simplifique los célculos, como en este

caso.
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Gltimas incégnitas.

3%) Este procedimiento y los que siguen no son recomen dables, sal-
vo que no dispongamos de otra alternativa mejor:
m1l 1 m 1 1 , (M 1 1 5
mn mm ~|0 n-1 1|0~ |0 n-1 n¥-1 0| ~
m m n? 0 m-1 n%110 0 m-1 (m2-1)(m+1) |0
m 1 1 m=0
~ |0 n¥1 ne-1 0| 5 ¢nm¥-1=0 = m=%1
0 0 m(-1) |0 m(mt-1)=0 = m=0, m=#1
Ahora habria que estudiar primero el caso m=-1, per 0 no en el sis-
tema escalonado que hemos obtenido, sino en el de p artida; °y luego

los demas casos como siempre.
Veamos el caso m=-1:

-1 1 11-1 -1 1 1)-1 _ X=1+q
-1 1 11-1 2 0O O Ol O i) {:)2(-'-162_ 1 =>y=0 = x=1l+z = y=0

1 -1 1)1 0-2 0|0 y 720,
Si hubiésemos estudiado el caso m=-1 en el sistema escalonado, ha-

briamos cometido un error: 6

101 1)1 X=1+o+f
0 0 0/0| > xty+z=1 = x=l+y+z = (y=o
0 0 00 2=

42) Este procedimiento es similar al anterior:

m1l 1 m 1 1 o (m 1 1 )
mnm® nmm ~/0 n-1 n¥-1/0]~ |0 ml1l m1|0|~
m m n? 0O m-1 n%1|0 0 m-1 n¥1|0
m 1 1 m=0
~|/0 m1 m-1|0] 5 <m-1=0 => m=1
0 0 n¥mj0 m(m-1)=0 = m=0, m=1
El caso m=-1 se estudia igual que antes, 0 sea, en el sistema de
partida o en el inmediatamente anterior al paso seii alado con la nota
7. Aqui el error que se puede cometer es olvidarse de dicho caso, al

no anular ese valor a los pivotes.

! 33f.(m+1). Evidentemente, este paso no puede darse , ya que m+1 no siempre es distinto
de cero (como exige la segunda transformacion eleme ntal). Pues bien, lo que se hace es
suponer que m #-1y estudiar el caso m=-1 aparte.

2 32f.23f,

30, si se prefiere, en el inmediatamente anterior a | paso sefialado con la nota 1, pues
es en ese paso en el que hemos necesitado suponer m #-1.

4 paf.1af; 33f-13f. Sj se utiliza el sistema indicad o en la nota anterior, sobra este

aso.
Escribimos directamente el sistema escalonado.

® Error que no dejarfa de serlo aunque el resultado coincidiese con el correcto.

7 2af.1/(m+1). Para poder dar este paso suponemos m #-1 y estudiamos el caso m=-1 aparte.
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5%) Parecido a los dos anteriores es el siguiente:

m1l 1 m 1 1 lml
[mmz,ﬁ:Ho -1 mz-lc”JHo 1
m m n? 0 ml1 n%1|0 0 1
m 1l 1 _
~£01187J_>{:
0 0 moO B

Los casos m=-1 y m=1 se estudian igual que antes, e
partida o en el inmediatamente anterior al paso sei
1. Aqui el error que se puede cometer es olvidarse
no anular esos valores a los pivotes.

6%) Similar a los anteriores es el siguiente:

m+1

1
1

)

n el sistema de
alado con la nota
de estudiarlos al

é}s
0

m
0

m 1l 1 5 (M 11 . 1 1 m1 . 1 1
m n? n? ~1T mml{~{1 mml|~ |0 m-1
m m n? 1 1 m1l m 1l 1 0 1-m 1-m?
1 1 m |1 _ _
“lo m1 o lo {m-l—o = m=1
0 0 1-m2|0 1-m?2=0 = m?=1 = m=%1

El caso m=0 se estudia en el sistema de partida. Aq
se puede cometer es olvidarse de estudiarlo al no a
los pivotes.

2.- Problemas

1) Discute y resuelve los siguientes sistemas, segun
del parametro:

X+y=3 X-2y=2

a) {2x-3y:1 b) {x+y:3
3x+2y=a x+ay=4
X+2y= y+at=1
{ax+y+z 0 e) {y+z+t:2
2x+az=0 X+y=3
X-3z=-3 kx+y-z=0

) {2x+kyz -2 h) {x-3y+z:0
x+2y+kz=1 3x+10y+4z=0

X+y+az=4 X+y+z=a

{x+z 2 K) {x+(1+a)y+z:2a
X+y+z=2 x+y+(1+a)z=0

1 2af.1/(m
casos aparte.
2 3af-22f,

8 2af.1/m; 33f.1/m. Para poder dar este paso suponem
41af 39,

5 paf-1af; 33f-m- 141,

® 3af+22f,

2-1); 32f-1/(m-1). Para poder dar este paso suponemo

c)

ui el error que
nular ese valor a

sea el valor

x+2y—3
2x+y—

X+y+kz=2
{3x+4y+22 k

2x+3y-z=1
2x-ky+4z=0
{x+y+7z 0
kx-y+13z=0
a+l)x+y+z=a+l
{x+(a+1)y+z a+3
x+y+(a+l)z=-2a-4

s m#+1 y estudiamos estos

os m #0 y estudiamos este caso apatrte.
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x+y+az=-2(a+1)
ax+y+z=a

2y-z=k
{3x-22211

x+ay+z=a+2
m)

0) \y+z=6

2x+y-4z=k

2x+3y-z=1
-X+y+2z=3
5x+ky-4z=-1

r {
3x+10y+4z=0
{mx+y-z:0
x+3y+z=0
ax-ay+az=a
{(B-Za)zzl
x+(a-1)y=0

u)

X)

n)

p)

|

|
|

{3x-y-z+4t=0
-2X+4y-z-9t=0

(2+a)x+y+z=0
x+ay+z=0
2x+y-z=0
2x+y+z+t=0
kx-2y+3z+4t=0

2X+y-4z=m
3x-y=11
y+2=6
2y-z=m
x+ay-z=1
2x+y-az=2
X-y-z=a-1
ay+(atl)z=a
ax+z=a
x+az=a

_. [x+2y+kz=1
i) 2x+ky+8z=3

2x+y-4z=k+1

-X+5y-z=k-12
A\ x+6y-5z=k+2

2x-4y+5z=k

(-7-m)x+6y+6z=0
3x+(2-m)y+3z=0
6x+6y+(5-m)z=0

{(a-3)x+4z:2

1y

X-2z=-1
-X+ay+2z=a
ay+az=0
x+z=0
4x-2y+az=a

w)

2)
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